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£¥) Histoire 1

Carl Freidrich Gauss (1777 - 1855), surnommeé le Prince des mathématiciens, étudia des domaines tres
variés des mathématiques (arithmétique, analyse, probabilités, algebre ...). Il fut aussi astronome et di-
rigea |'observatoire de Gottingen. En 1801, il introduisit la méthode des moindres carrés pour réaliser un
ajustement de ses observations ce qui lui permit d’établir I'orbite de Céres, découverte la méme année
par un astronome italien.

Karl Pearson (1857 - 1936) est considéré comme le fondateur de la statistique moderne avec la définition
du coefficient de corrélation linéaire et la loi du y? pour mesurer la qualité d’un ajustement.

1 Ajustement affine

1.1 Rappels sur les statistiques a une variable

Définition 1 Moyenne arithmétique et variance

Soit une série statistique des valeurs d'un caractere quantitatif x mesurées sur une population de taille 7.
On note (x;)1<;<, cette série statistique a une variable.

1= La moyenne arithmétique de cette série se note x et elle est égale a :

_ 1 1z
x:—(x1+x2+...+xn):—le-
n niz

1= La variance V(x) de cette série est la moyenne des carrés des écarts a la moyenne, c’est un nombre
positif :

(x1 —Y)2+(xz—f)2+--~+(xp—¥)2

V(x) =

Avec le symbole de sommation )_, on peut écrire :

V(x) =

S |-

Z( %)

1 [écart-type o estlaracine carré de la variance : o, = v/ V(x).

Lécart-type est homogene a la moyenne : si la moyenne est en metres, l'écart-type est en metres alors
que la variance est en metres carrés.

Pour une série statistique a une variable :

* la moyenne arithmétique est un indicateur de tendance centrale;

* I'écart-type est un indicateur de dispersion.
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ﬁg Capacité 1 Calculer la moyenne et la variance d’une série statistique a 1 variable
On consideére les séries de notes de deux groupes d’éleves :

Note |58 |9 |11 |14 |15 9-9-10-10-11-11-
Effectif |2 |2 |1 1 | 4 | 2 11-11-12-12-13-13-

1. Al'aide du module Statistiques de la calculatrice, calculer la moyenne, la variance et 1'écart-type de
la série de notes du groupe A.

& Les valeurs identiques ont été regroupées d’ou I'apparition d'un parametre d’effectif n; pour
une valeur x;.

On donne ci-dessous les deux étapes avec une calculatrice Numworks, un tutoriel pour calculatrice
TI est téléchargeable sur la page 36 éleves 36 calculatrices.

Saisie des données Affichage des indicateurs
Donnees Histogramme Boite Données Histogramme Boite Stats
Valeurs V1 Effectifs N1 T
£ 2 Effectif total 12
8 2 M nimum 5
. L Max imum 15
o 1 Etendue la
L - Maowenne 11
15 2| Ecart type 3.674235
Variance 13.5
Premier guartile 8

2. Calculer la moyenne, la variance et I'écart-type de la série de notes du groupe B.

Comparer les deux groupes a partir des couples (moyenne, écart-type).

........... (ardome o

YAYR

@ Algorithmique 1
1. Compléter le code de la fonction moyenne(liste_notes) ci-dessous pour qu’elle retourne la
moyenne de la liste de notes passée en argument, en supposant que celle-ci est non vide.

def moyenne(liste_notes):

somme = O
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effectif = len(liste notes)

for k in range(effectif):

somne = . JYAponD. QA&O\’N&%EQ{L

#test sur le groupe B

groupe B = [9,9,10, 10, 11, 11, 11, 11, 12, 12, 13, 13]

moyenne (groupe_B) == 11.0

J

2. Compléterles codes Python des fonctions variance(1liste_notes) etecart_type(liste_notes

) ci-dessous pour qu’elles retournent respectivement la variance et I'écart-type dela liste de nombres

liste_notes.
(

from math import sqrt

def variance(liste notes):
m = moyenne (liste_notes)
effectif = len(liste notes)
somme = O
for note in liste notes:

somme = 233YT\IY4\~Q_'4' (uY\@JEE.— ﬂff;\>7ﬂff 21

return somme / effectif

def ecart_type(liste_notes):

return M(J&(/\MQ (Qu;\n,wu&lb\B

assert round(variance(groupe_B), 2) == 1.67
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1.2 Série statistique a deux variables

' 2 o,

Définition 2

Sur une population de taille n, on étudie deux caracteres statistiques quantitatifs x et y.

Pour chacun des 7 individus de la population, on note x; et y; | es valeurs respectives des caracteres x et y.
On obtient alors une série statistique a deux variables quantitatives ou série statistique double qui peut
étre représentée par :

* une liste de couples ((x;; ¥i)) ;<

¢ ou un tableau.

Xi | X1 | X2 | «.. Xn
Yi| i | V2| .o | Vn

& Contrairement aux séries statistiques a une variable, on n'associe pas d’effectifs aux valeurs x; ou y;.
En général les couples (x;; y;) sont ordonnés par valeurs croissantes des x;.

4 Exemple 1
Dans une grande surface, on considere une série statistique a deux variables quantitatives constituée
de six valeurs du caractere x des Dépenses publicitaires mensuelles et du caractére y du Chiffre d'affaires

mensuel.
Dépense publicitaire x; | Chiffre d’affaires y;
5 400
20 460
30 870
42 1070
50 980
60 1170

1.3 Nuage de point et point moyen

' 2 o,
Définition 3
Soit une série statistique a deux variables x et y représentée par le tableau :
Xi | X1 | X2 | ... Xn
Yi | i | V2| .. | In

Dans un repere orthogonal du plan, on choisit de représenter le caractere x en abscisse et le caractere y en
ordonnée.

* Le nuage de points représentant la série statistique est I'ensemble des points (M; (x;; ¥i)); ;< p-
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[ ¢ Le point moyen du nuage est le point de coordonnées (X; y) oll X est la moyenne arithmétique de la

série (x;)1<i<n €ty estla moyenne de la série (y;); ;-
NS

4 Exemple 2
On areprésenté ci-dessous le nuage de points (des ronds) et le point moyen (une croix) de la série statis-
tique double de I'exemple 1.
1500 A
. [
£ 1000 - ® o
b=y
: i
¢
£
S 500 A ‘. "
0 B
(I) 1I0 2I0 3I0 4IO 5IO 6I0
Dépenses publicitaires

g Capacité 2 Représenter un nuage de points, calculer les coordonnées d’'un point moyen
Le tableau ci-dessous donne le nombre des unions civiles, PACS* ou mariages, enregistrées en France
entre 2005 et 2016. (PACS*. Pacte Civil de Solidarité)

Année 2005 | 2006 | 2007 | 2008 | 2009 | 2010 | 2011 | 2012 | 2013 | 2014 | 2015 | 2016
Rang de 'année 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Nombre de

mariages (en | 283 | 274 | 273 | 265 | 251 | 252 | 237 | 246 | 239 | 241 | 236 | 233
milliers)

NombredePACS |40 Zoioozn, 146 | 17410205 45200 160 69174 @189 | 192
(en milliers)

(d’apres INSEE Mariages et PACS en 2017)

1. Sur le graphique ci-dessous, représenter le nuage de points de coordonnées (x; ; y;) ot x; désigne
le rang de ’année et y; le nombre de mariages.

2. Calculer les coordonnées du point moyen G. Placer G dans le repere.
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Ordonnée a I'origine b

200 A

282

Coefficient directeur a _

Data Graph

Ajustement affine
Correlation linéaire : -0.940
Moindres carrés = 374.538

320 {

300 +

280 A

260 4

240 4

220 {

Mean

Sum

sum of squares
lard deviation
Variance

nber of points

2 4 6 8 10 12
X
—-446
Droite de régression
Stats
X1 Y1l
6.5 252.5
78 3030
650 768296
3.452053 16.38343
11.91667 268.4167
12

A Trreee
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1= un ajustement affine d’équation y = ax + b si les points semblent alignés le long d'une droite;

= un ajustement parabolique d’équation y = ax® + bx + c si les points semblent alignés le long d'une

parabole;

= un ajustement exponentiel d’équation y = ke®**?

d’exponentielle ...

Ajustement affine

200
101
150 1
]
1@ 100 [ ]
s - . ° ® °
> ~ > 50 ° ’ J.
-10 1 o ~ ° P [ ]
s o0 9 0 o .’
-20 _50
=25
-100 . T T T T T T T
0 1 2 3 4 5 6 7 8 -10.0 =7.5 -5.0 =25 0.0 25 5.0 7.5
Ajustement exponentiel Nuage aléatoire
60000 301
20+
40000 1
° ol S Te o °
.. 20000 L - o] ~ o N )
® ® o ® : ®
o/  @e ese o coce 00° 101 o o0 o °
201
—20000
0

0 2 4 6 8 10

Si la répartition des point§ du nuage semble aléatoire, il est difficile de trouver un ajxustement.
Nous étudierons dans ce cours les ajustements affines,

vant s’y ramener par changement de variable.

siles points semblent alignés le long d'une courbe

Ajustement parabolique

les ajustements exponentiel et parabolique pou-

Définition 5

Réaliser un ajustement affine d’une série statistique a deux variables ((x;; y;)) |<i<n CONsiste a déterminer
des coefficients réels a et b tels que la droite d’équation y = ax + b passe au plus pres de 'ensemble des
points (M; (xi; yi));<;<,, dunuage.

& La mesure de cette distance entre la droite d'ajustement et le nuage sera précisée par la méthode des
moindres carrés.
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g Capacité 3 Réaliser un ajustement affine, voir exo 1 p. 257
On reprend I'énoncé de la capacité 2.

1. On réalise un ajustement affine du nuage de points de la série statistique double ((x;; yi));c;c1p @
I'aide de la droite (d;) d’équation: y = —4,4x + 281, 1.
Tracer la droite (d;) sur le graphique en indiquant les coordonnées des points utilisés.

2. Onsuppose que ce modele d’ajustement reste valable jusqu’en 2025. Déterminer par extrapolation
le nombre de mariages prévisibles en 2020. Préciser la démarche utilisée.
x = 1 pour 2005 donc x = 16 pour 2020

g Capacité 4 Réaliser un ajustement affine
On considere une série statistique a deux variables quantitatives dont on donne le nuage de points ci-

dessous.
M5
12 (]
11
M6
10
M7
91 o
8.
7.
M2 M4
> 6 o o
5-
4.
M3
3 M1 ®
21 @
1.
-1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

[ui
x

1. Calculer les coordonnées du point moyen G du nuage et le placer dans le repeére.

.......... Ga. .pouf Coord@nnéesapprochées \a O’OIprés .(5,86 . 6'8.6) et e ee e

Page 8/24 https://frederic-junier.org/



290

ozU

Nomlk

re de n%ariages en milliers

\D\o

4, 4x + &

N

Mois

S
&
=
)

~4
©
-

Capacité 2 question 1)

Ordonnée a I'origine b

10

Ajustement affine
Correlation linéaire : 0.823
Moindres carrés = 26.037

1493

Capacité 4

(12



n

e Statistiques a deux variables MathsComp

2. Quelle droite passant par deux points distincts du nuage semble réaliser le meilleur ajustement
affine possible du nuage?

On peut conjecturer qu'une droite de meilleur ajustement passe

-.--par le point-moyen -en-minimisant. la- somme des-distances.- aux -autres -points

3. Déterminer une équation réduite de la droite d’ajustement choisie.
En approchant les coefficients a 0,001 pres :

........... YOO TE X LG

2 Méthode des moindres carrés

2.1 Principe dela méthode

/‘ Méthode

Dans un repére orthogonal du plan, étant donné le nuage de points (M; (x;; yi)),<;<, d’une série sta-
tistique a deux variables et une droite 2 d’équation y = ax + b, on associe a chaque point M; le point
A; (xj; ax; + b) de 2 qui a méme abscisse.

On calcule ensuite la somme S des carrés des distances :

n
S=M A2+ MpAs+...+ MyAS =Y M;AZ =
=1

(yi — (ax; + b))?
i =1

1

Cette somme S représente la distance entre la droite 2 et 'ensemble des points du nuage, c’est pour-
quoi la méthode des moindres carrés choisit comme droite d’ajustement affine du nuage la droite 2
d’équation y = ax + b telle que le couple (a; b) rend minimale la somme S.

Mauvaise droite d’ajustement

Ajustement affine
L Correlation linéaire : 0.941
Ordonnée a 'origine b Moindres carrés = 3105543.316

1500 +

1000

500

1233 0 10 20 30 40 50 60
X
Coefficient directeur a [N T ] —2025
Droite de régression
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‘ Meilleure droite d’ajustement ‘

Ajustement affine
Correlation linéaire : 0.941

Ordonnée a I'origine b Moindres carrés = 59686.398

1500 4

1000 + M3 ,

500 M1

308 o] 10 20 30 40 50 60
X

Droite de régression

2.2 Droite d’ajustement par la méthode des moindres carrés

‘ yd . .

Définition 6

La covariance d'une série statistique a deux variables quantitatives ((x;; y:)), <, se note o, ou cov(x, ),
elle est égale a :

X et y sont les moyennes arithmétiques des séries statistiques a une variable (x;);<;<, et ( y,-)l <i<n:

Oxy=cov(x,y) = 1 Y (X -Xyi—7)
n
i=1

Corollaire

Soit (x;);<;<, Une série statistique a une variable, cov(x, x) est la variance de la série x notée V (x).

nuage

‘ (V4 pd [ . Ve
Propriété 1 Droite des moindres carrés

Soit une série statistique a deux variables quantitatives dont le nuage de points est (M; (x;; y:)), <<, dans
un repere orthogonal du plan.
La méthode des moindres carrés donne une unique droite d’ajustement qui passe par le point moyen du

G(%:7)

et a pour équation avec:

Page 10/24 https://frederic-junier.org/



n

s i Statistiques a deux variables MathsComp
_ covix, y) eth=y-ax
Vi(x)

La droite d”ajustement d'un nuage de points obtenue avec la méthode des moindres carrés s’appelle une
droite de régression.

/O Démonstration Au programme

Dans un repere orthogonal du plan, soit une série statistique a deux variables quantitatives dont le nuage
de points est (M; (x;; yl’))lgign et une droite d’équation y = ax + b.

D’apres la méthode des moindres carrés, on recherche une condition sur a et b pour que la somme ci-
dessous soit minimale :

n n
S=) M;A?=) (y;—(ax; +b))*
i=1 i=1

Etape 1: on fixe a

On développe et on isole les facteurs b et b :

n
(yi —ax;))—b)* = Z (yi — ax;)* = 2b(y; — ax;) + b*
i=1

n
S=) (
i=1
n n n
S=Y (i—ax)*-2bY (yi—ax)+b*Y 1
i=1 i=1 i=1
n n
S=nb*-2bY (yi—ax)+ )Y (yi—ax;)*

i=1 i=1

On peut ainsi exprimer S comme une fonction polynéme du second degré en b de coefficients :

n
S=ub’+vb+wavecu=n,v=-2 Z(yi —ax;) et w=sum; (y; —ax;)>.

i=1

u n
On en déduit que pour a fixé S est minimale si et seulement si b =7y — ax.

v Yl (vi—axi) 1[& 1(& _
PouraﬁxéSatteintunminimumpour:b:—z—=L=Z(Z%‘)—a;(2xi):y—ax
i=1 i=1

On en déduit que pour a fixé S est minimale si et seulement si b =y — ax.

Etape 2 : on remplace b
D’apres I'étape 1 S est minimale pour (a, b) si et seulement si S est minimale pour (a, b) = (a,y — ax).

On peut donc rechercher le minimum de S en remplacant b par y — ax dans son expression puis en
développant et en isolant les termes en a et en a® pour obtenir une fonction polynéme du second degré
en a.
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§=2 ((yi—(ax;+y=ax)* =} (yi=7) - alxi =)
i=1

i=1

S=Y (i-¥*-2alyi -Px; -3 +a’(x; - %)°
i=1

S=a’) (xi-%*-2a) (yi-Pxi-0+ Y. yi-9°

i=1 i=1 i=1
On reconnait les expressions de V(x), cov(x,y) et V(y)

S = a?nV(x) - 2ancov(x, y) + nV(y)

On peut ainsi exprimer S comme une fonction polyndéme du second degré en a de coefficients :
S(a) = ua®+av+ w avec u = nV(x), v=-2ncov(x, y) et w = nV(y).
—2ncov(x,y) _ cov(x,y)
2nV(x)  V(x)
cov(x, _
covix, y) eth=7y-ax.

(x) ......

Ce sont les coefficients de la droite d’ajustement déterminée par la méthode des moindres carrés.

Ainsi § atteint un minimum pour: a = —

Finalement S atteint un minimum si et seulement si a =

. . . . . cov(x -
Finalement S atteint un minimum si et seulement si @ = b=7y-ax.
Ce sont les coefficients de la droite d’ajustement déteininice pai la méthode des moindres carrés.

/" Méthode Droite de régression avec la calculatrice

Le webmestre d'un site de streaming s’intéresse a la corrélation entre la durée de téléchargement d'une
vidéo et le nombre de clients connectés.

On considére une série statistique a deux variables quantitatives représentée par le tableau ci-dessous :

Nombre de clients en milliers x; 05| 1 |25]| 3 4 |5| 6
Durée de téléchargement en secondes y; 0,3/05(06|09|1,8|2]2,8

Avec le mode Régressions de la calculatrice, on peut saisir les données, calculer les indicateurs (V(x),

cov(x, y)) et coefficients de la droite de régression et obtenir une représentation graphique.

On donne ci-dessous les principales étapes pour notre exemple sur une calculatrice Numworks.

Un tutoriel pour calculatrice TI est disponible sur :
https://www.lestutosmaths.fr/fr/statistiques/stats2variables
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Etape 1 : saisie Etape 2 : calculs
Données Graphigue Stats Données Graphigue Stats

X1 Y1l Variance 3.479592 B.7534694
9.3 9.3 nbre de points T

1 8.5
5 g 0 g Covariance 1.554@82
3 0.9 Exy 38.85
4 1.8 Régression y=a-x+b
> 2 a 0. 4466276

3 2.4
b -0.1322581
r M 997014

Etape 3 : graphique

Graphigue

(¥ 5]
(ms
(u1]
(m
(%]

r=@.9597914345

g Capacité 5 Déterminer une droite de régression, voir exo 4 p.259
Le glacier d’Aletsch, classé a 'UNESCO, est le plus grand glacier des Alpes, situé dans le sud de la Suisse,

il alimente la vallée du Rhone.
glacier mesurait alors 25,6 km.
tion ou se trouvait initialement le pied du glacier en 1900.

lée depuis 1900, et y le recul correspondant, mesuré en kilometres.

r2=0.9211995978

Auto Axes Naviguer Régressdion
3l
24
1+ L]
3 4 5 ] T
P {moyen) ¥=3.142857143 w=1.271428571
y=a x+b a=0.446627566 b=-0.1322580645

Pour étudier le recul de ce glacier au fil des années, une premiére mesure a été effectuée en 1900 : ce
Des relevés ont ensuite été effectués tous les 20 ans : le recul du glacier est mesuré par rapport a la posi-

Les mesures successives ont été relevées dans le tableau ci-dessous. On note x la durée, en années, écou-

Année de mesure : 1900 1920 1940 1960 1980 2000
Durée x écoulée (depuis 1900) : 0 20 40 60 80 100
Recul y (en km) : 0 0,3 0,6 1 1,6 2,3

Page 13/24
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Par exemple, en 1940 (x = 40), le recul du glacier par rapport a 1900 a été de 0,6 km : la longueur du glacier
était donc de 25,6 — 0,6 = 25km.

Dans cet exercice, les résultats seront arrondis, si nécessaire, 2 1073 pres.

1. Tracer le nuage de points dans le repére donné en fin d’exercice (Durée x en abscisse, distance y

en ordonnée).

2. Compléter le tableau ci-dessous.

Xi | Yi | xi—X Vi—7¥ xi-Dyi-y | (-%° x
0 0 X
20 10,3 ... X
40 | 0,6 | ... X
60 1 X
80 | 1,6 | ... X
100 | 2,3 | ... X
X x | x x x Total

Déterminer les moyennes x et y des séries des caracteres durée et recul, la variance V(x) de la série

des durées et la covariance cov(x, y) de la série statistique a deux variables ((x;; yi)); ;6
=<I=

En déduire les coefficients de la droite d’ajustement affine par la méthode des moindres carrés de
y en fonction de x.
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|

G

OO LB WN| -

=
o

Xi yi Xi-Xm... yi-ymoy (Xi-xmoy)*(yi-y... (Xi-xmoy)?
0 0 -50 -0.97 48.33 2500
20 0.3 -30 -0.67 20 900
40 0.6 -10 -0.37 3.67 100
60 1 10 0.03 0.33 100
80 1.6 30 0.63 19 900
100 2.3 50 1.33 66.67 2500
xmoy 50 ymoy 0.97

Auto Axes © Navigate Regression

20 40 60—B80

100-

P(mean) X=50 ¥=0.9666666667

y=a-x+b a=0.02257142857 b=-0.1619047619

r=0.9826498996 r2=0.9656008252

Data Graph Stats

Mean 50 0.9666667

Sum 300 5.8

sum of squares 22000 9.3
lard deviat-ion 34 1565 0.7B845735
Variance 1166.667 0.6155556

nber of points 6
Covariance 26.33333

S v A4AR
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Donner une équation de la droite d’ajustement affine par la méthode des moindres carrés de y en
fonction de x et tracer cette droite dans le repere en précisant les coordonnées des points choisis.

NKfL,_OO .........................................

4. A partir du modele affine obtenu précédemment, estimer par le calcul :

a. Lerecul puis la longueur du glacier en 1990.

ARG = 2 =0

25, & 4 O,AC

S o2 o5& - AALO ou~<O> -
C ormoani & Qe

Correlation linéaire : 0.983

Ordonnée & l'origine b Moindres carrés = 0.127

—0.1619 o 20 40 60 80 100

Droite de régression
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3 Corrélation linéaire et changement de variable

3.1 Coefficient de corrélation linéaire

‘ yd L] .

Définition 7

Soit une série statistique a deux variables quantitatives x et y :
Xi | X1 | X2 | ... Xn
Yi | Y2 |.-- | In

Le coefficient de corrélation linéaire de la série statistique a deux variables x et y, se note r et il est égal a:

cov(x,y)
y = —-
Ox X0y

* cov(x, y) estla covariance de la série statistique a deux variables x et y

* 0y =1/ V(x) est]’écart-type de la série a une variable x

* 0y, = /V(y) estl'écart-type de la série a une variable y

On peut calculer le coefficient de corrélation linéaire avec le mode Régressions de la calculatrice.

r Propriété 2

Soit r le coefficient de corrélation linéaire d'une série statistique a deux variables.

1= r estunréel comprisentre —letl,|-1<r<1};

1= lavaleur de r permet de mesure la qualité d'un ajustement affine obtenu parla méthode des moindres

carrés :

- plus la valeur absolue de r est proche de 0, moins la relation affine entre les variables x et y est

forte;
- silavaleur de r est proche de —1, les variables x et y ont une relation affine forte et varient dans

des sens opposés;
- silavaleur de r est proche de 1, les variables x et y ont une relation affine forte et varient dans

le méme sens.

On a représenté ci-dessous 4 nuages de points avec la valeur du coefficient de corrélation linéaire et la
droite d’ajustement par la méthode des moindres carrés.

r prochede 1
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Ajustement affine
o Correlation linéaire : 0.994
Ordonnée a l'origine b Moindres carrés = 90.051

75

50

25

—25 4

—50 4

—75 4

T T
0.482 -15 -10 =5 o] 5 10 15 20

coefiicient directeur 2 [ ] 10
Droite de régression

r proche de —1

Ajustement affine
Correlation linéaire : -0.993

Ordonnée a l'origine b Moindres carrés = 126.246

100
50
= 0-
504
—100 +

T T T T \ T T T

0.721 =20 =15 =10 =5 0 5 10 15

x
Coefficient directeur a _ | —1.999

Droite de régression

r >0 proche de 0
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Ajustement affine
Correlation linéaire : 0.022

Ordonnée a I'origine b Moindres carrés = 19550.134
150
100
50 -
= 0
_50 -
~100
~150
4.09 _10 5 0 5 10 15 20
X
Coetcient arecteur = | oores
r <0 prochede0
Ajustement affine
R Correlation linéaire : -0.048
Ordonnée a l'origine b Moindres carrés = 209269.359
200 A

1 1 1
> ' ' 1o
1 [
=200 4 : 1
® ®
® '
—400 A
—600
—85.3 =20 =15 =10 -5 [v] 5 10 15
X
Cosfhicient directeur o [ | -o531

Droite de régression

Capacité 6 Déterminer et utiliser le coefficient de corrélation linéaire, voir exo 27
p-265

| Le tableau ci-dessous donne le montant du SMIC horaire, en euros, entre 2013 et 2019.
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Année 2013 | 2014 | 2015 | 2016 | 2017 | 2018 | 2019
Rang x; 1 2 3 4 5 6 7
SMIC horaire y; 9,43 | 9,53 | 9,61 | 9,67 | 9,76 | 9,88 | 10,03

Calculer et interpréter le coefficient de corrélation linéaire de cette série statistique a deux variables
quantitatives.

4 Capacité 7 Esprit critique

On a mesuré sur 20 années consécutives dans un certain pays les ventes de glaces vendues en millions
de litres (caracteére x) et le nombre de départs de feux de foréts en milliers (caractere y) dans un certain
pays.

La série statistique a deux variables ainsi obtenue est représentée par le nuage de points ci-dessous avec
sa droite de régression et le coefficient de corrélation linéaire

Ajustement affine
Correlation linéaire : 0.983
Ordonnée & I'origine b Moindres carrés = 110.623

100 A
80 -
60 -
40 A

20 A

Nombre de départs de feux en milliers

2.80 10 15 20 25 30
Ventes de glaces en millions de litres

|Dr0ite de régression|

Peut-on établir une relation de causalité entre le nombre de glaces vendues et le nombre de départs de

feux? , . , , . "y
Il est evident qu'il n'existe pas de lien de causalité entre les ventes de glaces

.......... a-une.autre grandeur cachee.(tempeérature,.sécheresse...o.) o ovvveeeeeeeena....
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Auto Axes © Navigate Regression

10

5 6 7
P(mean) X=4 ¥=9.701428571
y=a-x+b a=0.094642B85714 b=9.322857143
r=0.9904068294 r2=0.9809056878
nber of points 7
Covariance 0.3785714
IXy 274 .29
Regression y=a-x+b
a 0.09464286
b 9.322857
r 0.9904068
2 i aAfans7

Le coefficient de corrélation linéaire est proche de 1

ce qui indique une forte corrélation entre x et y
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3.2 Ajustement affine apreés changement de variable

/-‘ Méthode
Sile nuage de points associé a une série statistique a deux variables x et y ne se préte pas a un ajustement
affine, on peut rechercher, selon la forme du nuage, un ajustement par une autre courbe (voir Définition

4):
 d’équation y = ax® + bx + ¢ pour un ajustement parabolique;

ax+b

e d’équation y=e pour un ajustement exponentiel;

e d’équation y =In(ax + b) pour un ajustement logarithmique.

Une méthode consiste a se ramener a un ajustement affine par changement de variable.

v Etape 1 : On choisit une fonction f telle que le nuage de points de coordonnées ((x;; f(¥1))) <<,
permette un ajustement affine. Le coefficient de corrélation linéaire et la forme du nuage per-
mettent d’affiner le choix du changement de variable f.

- f(y») =\/y—c pour un ajustement parabolique;
- f(y) =In(y) pour un ajustement exponentiel;

- f(» =€’ pour un ajustement logarithmique.

= Etape 2 : On faitle changement de variable z = f(y) et pour le nuage de points ((x;; z; = f (1)), <i<w

on détermine la droite de régression de z = f(y) par rapporta x : .

1 Etape 3 : On exprime y en fonction de x a 'aide de la fonction réciproque de f :

— pour un ajustement parabolique :| /y—c=ax+b < y = (ax+b)* +c|;

— pour un ajustement exponentiel : [In(y) =ax+b e y = edx b,

- pour un ajustement logarithmique :| e’ = ax+ b < y =In(ax + b) |.

4 Exemple 3
On considere le nuage de points d'une série statistique a deux variables x et y, ci-dessous pour lequel un
ajustement parabolique semble mieux adapté qu'un ajustement affine :
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70

— y=4x?+1

60 -

50 A

40 -

30 A

20 A

10 A

En effectuant le changement de variable z = \/y —1, le nuage de points de la série statistique a deux
variables x et z présente un coefficient de corrélation linéaire proche de 1 permettant un ajustement
affine par la droite de régression d’équation z = 1,925x + 0, 406.

Ajustement affine
Correlation linéaire : 0.984
Ordonnée a l'origine b Moindres carrés = 1.961

[ ] 15.0
12.5 4
10.0 1

7.5 1

2.5 1

0.0 A

_25 4

-5.0 T T T T T T T T
0.406 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0

| Droite de régression |

On en déduit un ajustement de y par une fonction trindéme proche de celle conjecturée sur le premier
graphique :

{z: 1,925x+ 0,406 {y: (1,925x +0,406)% + 1
—

z=4/y-1 Z=y-1
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@ Theme 1 Corrélation et causalité

Le tableau suivant donne la valeur de revente d'une machine outil au bout de ¢ années d’utilisation (les
prix sont donnés en centaines d’euros). On veut faire une estimation de son prix de revente au-dela de 6

ans.
Temps écoulé depuis
. 0 1 2 3 4 5 6
l'achatt; 0<i<6
Valeur de revente y; en
centaines d’euros 0 < i < 90 73,8 60 49,5 40,5 33 27
6

1. Déterminer le pourcentage de baisse du prix de revente de la machine au bout de six ans d’utilisa-
tion (de fy a tg).

2. Etude d’'un modele affine

a. Représenter graphiquement le nuage de points M; (¢; ; y;) pour 0 < i < 6 dans un repeére or-
thogonal, en prenant comme unités graphiques : 1 cm pour une unité sur I’axe des abscisses;
1 cm pour 10 unités sur ’axe des ordonnées.

b. Déterminer, a I'aide de la calculatrice, une équation de la droite de régression de y en ¢ par
la méthode des moindres carrés (les coefficients seront arrondis au centiéme). Tracer cette
droite dans le repére précédent.

c. On sait qu’au bout de 10 ans la valeur de revente est de 1 000 euros. Le modele vous semble-
t-il adapté pour des calculs a plus long terme?

3. Etude d’'un modéle exponentiel

a. Pour0 < i <6,onposez; =1In ( yi). Compléter le tableau suivant (en arrondissant les nombres
au dixieme) :

Temps écoulé de-

puis l'achat #; 0 < 0 1 2 3 4 5 6
I<6

zi =In(y;)
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b. Déterminer, al’aide de la calculatrice, une équation de la droite d’ajustement de z en ¢ par la
méthode des moindres carrés (les coefficients seront arrondis au dixieme).

—0,2t+4,5

c. Endéduire que y=e est un ajustement exponentiel possible.

d. Déterminer a ’aide de ce modele une estimation de la valeur de revente au bout de 10 ans
d’utilisation. Ce modeéle vous semble-t-il mieux adapté que celui de ’ajustement affine?

Justifier la réponse.
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L 31 | @ Nathan est un papa comblé : son fils est en
excellente santé. Dans son carnet de santé, il a noté
son poids lors de chacun de ses anniversaires et il a
obtenu le tableau ci-dessous.

Age x;(enannée)| 7 8 9 10 1 12
Poids y,(enkg) | 22 | 24 | 28 | 34 | 42 | 51

Il souhaite avoir une idée de I‘évolution du poids de
son fils.

1. a) A l'aide de la calculatrice, représenter graphique-
ment le nuage de points M;(x; ; »;) avec 1= i < 6, asso-
cié a cette série.

b) Déterminer le coefficient de corrélation linéaire r
entrex et y.

2.a) On pose z; = \/‘_’,

Recopier et compléter le tableau suivant :

x; 7 8 9 10 1 12

%

b) A l'aide de la calculatrice, déterminer le coefficient
de corrélation linéaire r’ entre x et z.

Comparerretr’.

¢) Donner l'équation de la droite de régression de z
en x.

Arrondir au centiéme.

d) Estimer alors une relation entre y et x.

e) Utiliser cette relation pour estimer le poids que
pourrait avoir son fils a I'dge de 15 ans.

Que faut-il penser de ce résultat ?




Question 1)

Auto Axes @ Navigate Regression

50

40

30

¥ 10 11 12

20
P(mean) ¥=9.5 ¥=33.5
y=a-x+b a=5.857142857 b=-22.142B85714
r=0.9750304158 r2=0.9506843117

Data Graph Stats

Covariance 17.08333
IXy 2012
Regression y=a-x+b
a 5.857143

b -22.14286

r 0.9750304

R 0.9506843

Question 2 :

X2 = racine(yl)

X1 Yl X2 (

7 22 4.690416
8 24 4.898979
9 28 5.291503
10 34 5.830952
11 42 6.480741
12 51 7.141428




~— z =racine(y)

X2 Y2 {
7 4.6904

8 4.898979
9 5.291503
10 5.830952
11 6.480741
12 7.141428
Data Graph Stats
Auto Axes Navigate Regression
7
6
L]
5
6 9 12 13
P (mean) X=9.5 y=5.722336482
y=a-x+b a=0.5011370359 b=0.961534641
r=0.9850657044 r2=0.970354442
Data Graph Stats
nber of points 6
Covariance 1.46165
Ixy 334.9431
Regression y=a-x+b
a 0.501137
b 0.9615346
r 0.9850657
2 CRCRCELT VY
7 . N . 2

est plus élevé que le coefficient de corrélation linéaire de y par rapport a x

La droite d'ajustement de z par rapport a x a pour équation :

z=0,501137 x + 0,9615346

Or z = racine(y)
J7

On en déduit quey = (0,501137 x + 0,9615346)"2

Pour x = 15 on en déduirait une estimation du poids de :

(0,501137 *15 + 0,9615346)"2 soit environ 71,9 kg a 0,1 prés

Que faut-il en penser ? Rien, cela dépend de la taille du fils, I'MC se calcule

avec la formule Masse / (Taille™2)




[ 24 | @ Ce tableau donne, pour les années 2005 a
2018 (sauf 2008), I'age moyen a; des femmes ayant
accouché en France métropolitaine.

Année |Rangyx;| q; Année |Rangyx;| a;
2005 1 29,9 2012 8 30,3
2006 2 30 2013 9 30,4
2007 3 30 2014 10 30,5
2009 5 30,1 2016 12 30,8
2010 6 30,2 2017 13 30,9
2011 7 30,2 2018 14 30,9

Source : Insee Etat Civil

a) A l'aide de la calculatrice, déterminer I'équation de
la droite de régression de a en x. Arrondir au centieme.
b) Utiliser cette droite pour estimer :

«en quelle année lI'age moyen des femmes ayant
accouché en France métropolitaine pourrait dépasser
40 ans ;

« 'dage moyen des femmes ayant accouché en France
en 2008.




Data Graph Stats

Auto Axes © Navigate Regress-ion

12

P (mean) X=T7.769230769 y=30.38461538

y=a-x+b a=0.08330940416 b=29.7373654

r=0.9711977193 r2=0.9432250101
Data Graph Stats

Covariance 1.373373

IXy 3086.7

Regression y=a-x+b

a 0.0833094

b 29.73737

r 0.9711977

g2 0.943225

Droite d'ajustement de y en x d'équation :
y =0,0833094 x + 29,73737

donc pour x = 4 on obtient une estimation

en 2008 par interpolation :

y =0,0855094 *4 + 29,/5/3/
On obtient 30,07 ans a 0,01 pres

- En supposant que cet ajustement reste
vrai dans les années a venir, on peut déterminer

des femmes ayant accouché dépassera 40 ans

en résolvant I'inéquation
0,0833094 x + 29,73737 > 40

<=> x> (40-29,73737)/0,0833094

Y 12210
X 125,19

s : o

des femmes ayant accouché dépassera 40 ans

en 2004 + 124 = 2128




“® Théme 1 Corrélation et causalité

Le tableau suivant donne la valeur de revente d'une machine outil au bout de t années d’utilisation (les
prix sont donnés en centaines d’euros). On veut faire une estimation de son prix de revente au-dela de 6

ans.
Temps écoulé depuis
I'achatf; 0<i<6 0 ! 2 3 4 < g
Valeur de revente y; en
centaines d’euros 0 < i < 90 73,8 60 49,5 40,5 33 27
6

1. Déterminer le pourcentage de baisse du prix de revente de la machine au bout de six ans d’utilisa-
tion (de fp a tg).

2. Etude d’'un modele affine

a. Représenter graphiquement le nuage de points M; (t; ; y;) pour 0 < i < 6 dans un repére or-
thogonal, en prenant comme unités graphiques : 1 cm pour une unité sur I'axe des abscisses;
1 cm pour 10 unités sur 'axe des ordonnées.

b. Déterminer, a I'aide de la calculatrice, une équation de la droite de régression de y en t par
la méthode des moindres carrés (les coefficients seront arrondis au centieme). Tracer cette
droite dans le repere préc%ent.

l\x =0

. Ao BLOM XAD & 84 k3244

O —ASA2 e :\ruQuM N\Qa\@h'i\f\
Qs o Bl AN N?.\&m\‘ﬁ_ .

\

Auto Axes & Navigate Regression

\»

80

604

40

1 2 3 4 5

Mean point X=3 y=53.4




3. Etude d’'un modéle exponentiel

a. Pour0 < i <6, onpose z; = In(y;). Compléter le tableau suivant (en arrondissant les nombres
au dixiéme) :

i<6

Temps écoulé de-
puis 'achat t; 0 < 0 1 2 3 4 5 6

zi =In(y:)

Expressions Graph Table

Set the -Hdnterval

X f(x)
90 4 49981
73.8 4 301359
60 4.094345
49.5 3.901973
40.5 3.701302
33 3.496508
27 3.295837
A wle, —

b En déduire que y=e

. Déterminer, al’aide de la calculatrice, une équation de la droite d’ajustement de z en ¢ par la

méthode des moindres carrés (les coefficients seront arrondis au dixieme).

...... %’0‘1‘7\4‘"’\\

~0:21%45 et un ajustement exponentiel possible.

%\ = Lt&-.%.kxs;.b;ww ...........................................

Déterminer a I'aide de ce modele une estimation de la valeur de revente au bout de 10 ans
d’utilisation. Ce modele vous semble-t-il mieux adapté que celui de I’ajustement affine?

Justifier la réponiz - oLk w5
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