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Chapitre lois de probabilité a densité MathsComp

() Histoire 1

Pierre-Simon de Laplace a été le premier a écrire un ouvrage exposant I’état des connaissances dans le
domaine des probabilités. Il s’agit de la théorie analytique des probabilités (1812). Dans ce texte, Laplace
expose d’abord une série de résultats d’analyse (fonctions génératrices, transformée de Laplace ...)
qui lui permettent de démontrer des résultats de probabilités, et en particulier le théoreme de Moivre-
Laplace de convergence d'une loi de probabilité discrete vers une loi de probabilité continue.

Théoreme: Soit p € 10; 1[. On suppose que pour tout entier naturel n non nul, la variable
aléatoire X;, suit la loi binomiale 28 (n; p).

X,—n
Soit Z,, = n—p, la variable centrée et réduite associée a X;,.
vupl-p)
b 1 2
Pour tousréelsaetbona: lim Pla< Z,<b)= ——e 2 dt
n—+oo a 277:

2

1 2 . . Lo . o
La fonction t — ——=e 2 est la densité de la variable aléatoire de loi normale centrée réduite.
27

1 Loiadensité

1.1 Variable aléatoire continue

- 2 o,
Définition 1
* Une variable aléatoire réelle est une fonction définie sur 'univers Q2 d’'une expérience aléatoire mu-
nie d'une loi de probabilité [® et a valeurs dans I'’ensemble R des nombres réels.

» Sil’ensemble X (Q2) des valeurs prises par une variable aléatoire réelle X est un intervalle alors X est
une variable aléatoire continue.

* La loi de probabilité d'une variable aléatoire permet de déterminer les probabilités d’événements
définis par [X = k], [a< X], [X < blou[a< X < D].

g Capacité 1 Distinguer variable aléatoire discrete et variable continue

1.

Déterminer la loi de probabilité d'une variable aléatoire X suivant une loi binomiale de parametres
n=3et p=0,4. X est-elle une variable continue?

Déterminer la loi de probabilité d'une variable aléatoire Y suivant une loi géométrique de para-
metre p = 0,4. Y est-elle une variable continue?

Un métro passe toutes les minutes a la station Hoétel de ville. On considére un voyageur arrivant
aléatoirement sur le quai et la variable aléatoire T donnant son temps d’attente.

a. Quelles sont les valeurs possibles pour T'? T est-elle une variable continue?
b. Déterminer les probabilités P(T < 0,25), P(0,25 < T) et (0,25 < T < 0,4).
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1.2 Variable aléatoire a densité

o Activité 1

On considére un certain modele de smartphone. Soit T la variable aléatoire réelle continue qui a chaque
smartphone associe sa durée de vie en années. Cette durée peut prendre toute valeur de 'intervalle [0; 4].
On souhaite déterminer la probabilité P(1,2 < T < 2) qu'un smartphone pris au hasard ait une durée de
vie comprise entre 1,2 et 2 ans.

1. On dispose tout d’abord de I'histogramme ci-dessous réalisé a partir d'un échantillon de smart-
phones avec en abscisse la durée de vie et en ordonnée la probabilité. Les mesures de durée de vie
ont été regroupées dans 10 classes d’amplitude 0, 4.

0.6
0.55
0.5
0.45

0.4

0.35 0,33
0,3024

0.1

0.05

-0.6-0.4-0.2 02040608 1 12141618 2 22242628 3 3.2 3436 38 4
-0.05

En déduire une estimation de P(1,2 < T < 2).

2. Un échantillon de taille plus importante a été réalisé ce qui a permis de regrouper les mesures dans
des classes plus nombreuses et de plus faible amplitude : 50 classes d’amplitude 0, 08.
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En augmentant encore la taille de I'échantillon et le nombre de classes, on observe que les hauteurs
des rectangles de I'histogramme suivent la courbe d'une fonction f définie sur [0; 4] par

f(x) =—-0,06x*+0,285x

4
a. Vérifier que / fx)dx=1.
0

b. Comment pourrait-on calculer |P[1,2 <TKL 2) al’aide de la courbe de la fonction f?

' P o e oy 2 eJog 2

Définition 2 Densité de probabilité

Une fonction f définie sur R est une fonction de densité de probabilité de support I si les quatre condi-
tions suivantes sont vérifiées :

1= f est nulle en dehors de I'intervalle I;

1= f est continue sur I (sauf peut-étre en un nombre fini de points ou les limites a droite et a gauche
existent);

1 f est positive sur I : pour toutréel telona f(¢) > 0);

1 ['aire située sous la courbe € sur I est égale a 1 unité d’aire : / f(nder=1
I
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/ fyde=1 sil=[a; b]
xgmm/ f(t)dt—/ f)yde=1 sil=[a; +oo[

hm/ f(t)dt—/ fyde=1 sil=]-o0;al
xlir_n/ (o de+ hm/ f(t)dt—/ f(dr=1 sil=]-oc0; +ool

c’est-a-dire <

Définition 3 Variable a densité

Soit X une variable aléatoire continue et I I'intervalle des valeurs possibles pour X.
X est une variable aléatoire de densité f sur I s’il existe une fonction de densité de support I telle que :

1= pour tout intervalle J inclus dans I, la probabilité que X appartienne aJ est égale al’aire sousla courbe
de fsur]:

P(Xe])= /f(t)dt
J

1= en particulier, pour tout intervalle [a; b] inclus dans I, on a:

b
P(agxgb):/ fode

g Capacité 2 Déterminer si une fonction est une densité de probabilité
1. Soit f la fonction définie sur R par :

f()=0,2site[2;7]
f () =0sinon

Démontrer que f est une densité de probabilité de support I =[2;7] .

2. Soit F la fonction définie sur R* par F(f)=1-(2t+ De 2!,

a. Justifier que F est dérivable sur R* et calculer sa dérivée F'.

b. Soit f la fonction définie sur R par:

fO=F@®sit>0
f () =0sinon

Démontrer que f est une fonction de densité de probabilité de support [0; +ool.

On admettra que lim Y =0.
y—+o0 gy

c. Soit X une variable aléatoire de densité f sur [0; +ool, calculer P (2 < X < 3).
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Propriété 1 Calculs de probabilités pour une variable a densité

Soit X une variable aléatoire réelle de densité f sur intervalle I. Pour tous réels a et bdans 1 :

b a
1. P(Xe[a;b]):/ f(nder et P(X:a):/ f(Hde=0

2.P(X>a)=1-P(X<a) et Pla<X<b)=P(X<bh)-P(X<a)

3. Pour une loi a densité, on peut remplacer les inégalités larges par des inégalités strictes et récipro-
quement :

P(X<a)=P(X<a) et Pla<X<b)=Pla<X<b)=Pla<X<b)=P(a<X<Db)

1.3 Fonction de répartition

' 2 o,
Définition 4
Soit X une variable aléatoire continue.
La fonction de répartition F de X est définie pour tout réel x par :

P(X < x) = F(x)

<> e L, 2

Propriété 2

Si X est une variable aléatoire continue de densité de probabilité f sur un intervalle I, alors sa fonction de
répartition F est une primitive de f sur L.

g Capacité 3 Déterminer une fonction de répartition de loi a densité
Soit f la fonction définie sur R par:

f(H=3e3'sit>0
f(¥) =0sinon

1. Démontrer que f est une fonction de densité de probabilité de support [0; +ool.

2. Soit X une variable aléatoire de densité f sur [0; +oo].

Déterminer une expression de la fonction de répartition F de X.

1.4 Espérance

Définition 5 Espérance d’une loi a densité

Soit X une variable aléatoire continue de densité f sur un intervalle [a; b].
Lespérance de X notée E (X) est définie par :

b
E(X):/ tx f(r)dt
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N ! 7
{ Comme pour les lois discretes, l'espérance est un indicateur de tendance centrale pour une loi a densité.

Remarque 1

Si X est une variable de densité f sur un intervalle I non borné, on définit, si la limite existe, |'espérance
E (X) al’aide d’'une limite d’intégrale.

+00

X
. SiI:[a;+oo[etxliIP / txf(t)dtexistealors:E(X):/ tx f(rdt.
©o a a

b b
e Sil=]-o0; b] et)}_i)r_n / txf(t)dtexistealors:E(X):/ tx f(r)dt.
oo X —0o0
0 y +00
e Sil=]—o00; +o0], et xlim / txf(t)dt+ylir£1 / t x f(t)dt existe alors : E (X) :/ tx f(r)dt.
T Jx —TJo e )

Définition 6 Variance d’une loi a densité

Soit X une variable aléatoire de densité f sur un intervalle [a; b] et soit E (X) son espérance.

b
1= La variance de X notée V(X) est définie par|V(X) :/ (t—E(X))?x f(o)dt|.
a

1= [écart-type de X est défini par o(X) = v/ V(X).

N

Comme pour les lois discretes, la variance et l'écart-type sont des indicateurs de dispersion pour une loi
a densité.

Remarque 2

Si X est une variable de densité f sur un intervalle I non borné et si X posseéde une espérance alors on
définit, si la limite existe, sa variance V (X) a 'aide d'une limite d’intégrale.

+00

X
* Sil=[a; +ool et lim / (t—E(X))2xf(t)dtexistealors:V(X):/ (t-E(X))? x f(p)dt.
o0 a a

b b
* Sil=]-co; b] et lim / (t—E(X))2xf(t)dtexistealors:V(X):/ (t—E(X))? x f()dt.
o0 X

—00

0 y
* Sil=]-0o; +ool et (X) = lim / (t—E(X))fo(r)dHylirP / (t—E(X))? x f(¢)dt existe alors :
T Jx —TJo

+00
V(X):/ (t—E(X))?x f(H)dt

(0]
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g Capacité 4 Calculer Uespérance ou la variance d’une loi a densité
1 1
N==t+=-site(0;2
1. Soit f la fonction définie sur R par 1o 6 3 strel0;2]
f(t) =0sinon

a. Démontrer que f est densité de probabilité.

b. Soit X une variable aléatoire de densité f.
Calculer I'espérance et la variance de X.

3
2. Soit Y une variable aléatoire de densité g définie par g(¢) = pr sit>1etg(t)=0sinon.

Démontrer que Y posséde une espérance et une variance.

2 Loiuniforme

2.1 Loiuniforme continue sur l'intervalle [0; 1]

Définition 7
Une variable aléatoire X suit la loi uniforme continue sur [0; 1] si elle admet pour densité de probabilité f
la fonction définie sur R par :

f(r)y=1site(0;1]
f(t) =0sinon
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Propriété 3 Fonction de répartition, calcul de probabilité, espérance

2

y=F(x)

Soit X une variable aléatoire qui suit la loi uniforme continue sur [0; 1].

1. Lafonction de répartition F de X est définie sur R par :

F(x)=0six<0 et F(x)=xsi0<x<1 et Fx)=1six>1

2. Pourtousréelscetdtelsque0<c<d<lona:

d
P(CéXéd):/ ldt=d-c
Cc

1
3. X admet une espérance mathématique de : | E (X) = >

1
4. X admet pour variance | V(X) = - etun écart-typede|o(X) = —— |

O
i
(*)Y

monstration
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2.2 Loiuniforme continue sur un intervalle [a; D]

Définition 8
Soit a et b deux réels tels que a < b.

Une variable aléatoire X suit la loi uniforme continue sur [a; b] si elle admet pour densité de probabilité
f lafonction définie sur [a; b] par :

f) = bia sitela;b]
f(t) =0sinon

Propriété 4 Calcul de probabilité, fonction de répartition, espérance
Soit deux réels a et b tels que a < b et X une variable aléatoire qui suit la loi uniforme sur [a; b].

1. Lafonction de répartition F de X est définie sur R par :

x—a . )
2 sia<x<b et F(x)=1six>b
-a

F(x)=0six<a et F(x)=

2. Pourtousréelscetdtelsquea<c<d<bona:

d
1 d-c
Pc<X<d)= dr=
(e ) /C b-a b-a
j ] a+b
3. X admet une espérance mathématique de : | E (X) = 5
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4. X admet pour variance|V(X) = (b-a et un écart-type |o(X) = b-a
. p = yp WA

/O Démonstration

1. Soit F la fonction de répartition de X.

Puisque X prend ses valeurs dans l'intervalle [a; b] :

* si x < aalors’événement X < x estimpossible donc F(x) = IP(X < x) =0.

e si x> balors'événement X < x est certain donc F(x) =P(X < x) = 1.

Soit x dans 'intervalle [a; b].

1 X—a
dt=
—-a b—a

F(x):P(ng):P(agxgx):/ p

2. Par définition de la loi de densité la fonction f: t — sur [a; b], pour tous réels c et d tels que

a<c<d<b,P(c<X<d)estlaire sous la courbe € entre les abscisses c et d, c’est-a-dire :

d
P(chgd):/ —dt
c b—a

Par linéarité de 'intégrale on a :

Plc<X<d)=

3. Lafonction g: t— tx f(t) soitg:t— est continue donc intégrable sur [a; b], donc la variable

-a
aléatoire X de densité f sur [a; b] admet une espérance mathématique eton a:

b b
t 1 1
E(X) = dr= rdt=
= /a b—a b—a/a b—a

b+a\? b+ 1
4, Lafonctionh:tH(I—Ta) x f(t) soith: tH(t——a

tz] b? — a? b+a
21, 2(b- a 2

5 5 est continue donc intégrable sur
-a
[a; b], donc la variable aléatoire X de densité f sur [a; b] admet une variance eton a:

V(X)_/b(t_b+a)2 1o, /b(t_b+a iy 1( _b+a)3 ’
B a 2 b—a b—a 2 2 a
1 1(b—a)3 l(a—b) 1 ( ) ( )3 2(b—a)P® (b-a)?
V(X) = - - =
b—al3 2 3 2 24(b-a) 12

g Capacité 5 Déterminer la fonction de répartition d’une loi uniforme continue
Soit X une variable aléatoire qui suit une loi uniforme continue sur l'intervalle [-2; 8].

1. Déterminer la fonction de répartition F de X et représenter graphiquement F.

2. En déduire les probabilités suivantes :
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a. P(X<0) b. P(-1<X<3) c. PB3<X)

g Capacité 6 Utiliser une loi uniforme continue

Un détaillant constate que ses melons se vendent bien lorsque leur masse est comprise entre 900 g et
1200 g. Dans la suite, de tels melons sont qualifiés « conformes ».

Le détaillant achete ses melons aupreés d'un maraicher chez lequel, la masse en gramme des melons est
modélisée par une variable aléatoire M, qui suit une loi uniforme continue sur I'intervalle [850 ; x], ou1 x
est un nombre réel supérieur a 1 200.

1. Le détaillant constate que 75 % des melons du maraicher sont conformes. Déterminer x.

2. En déduire la masse moyenne d’'un melon du maraicher.

3 Loiexponentielle

3.1 Définition

Définition 9
Une variable aléatoire T suitla loi exponentielle de parameétre A > 0 si elle admet pour densité la fonction
f définie sur [0; +oo| par:

f()=0sit<0

{f(t) =leMsit>0

(t)=0sit<0

f
Fonction de densité { £t) = %2 git>0

X de loi exponentielle de paramétre A = 2
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3.2 Propriétés

Propriété 5

Soit une variable aléatoire T' qui suit une loi exponentielle de parameétre A > 0.

1. Lafonction de répartition de T est la fonction F définie sur R par :

F(x)=0six<0 et F(x)=1-e Msi0o<x

2. Pourtousréelsa et ftelsque0<a<<fona:

En particulier on a:

P(T<P)=1-e* et P(T>a)=e’*

1
3. T admet une espérance mathématique de valeur |E(T) = T

1 1
T admet une variance de valeur |V (T) = =z et un écart-type de valeur | o (T) = T

v On peut noter que cette expression de l'espérance en fonction du parameétre de la loi rappelle celle
d’'une variable aléatoire discréte suivant une loi géométrique.

/O Démonstration

1. La fonction t — Ae * est continue sur [0; +oo[ donc elle admet des primitives sur [0; +ool, de la
forme t — —e M + k.
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3. Le calcul de I'espérance d’'une variable aléatoire suivant une loi exponentielle est admis.

g Capacité 7 Utiliser une loi exponentielle
La variable aléatoire X suit une loi exponentielle de parameétre A =0, 3.

1. Calculer les probabilités P(X < 1), P(X > 2) et Px»; (X >2).

2. Déterminer |'espérance et la variance de X.

Propriété 6 Propriété de durée de vie sans vieillissement

Soit une variable aléatoire T qui suit une loi exponentielle de parametre A > 0.
Pour tous réels ¢ et h positifson a:

Prs¢(T>t+h)=P(T > h)

N ! 7
¥ On peut noter que cette propriété de loi sans mémoire est commune aux variables aléatoires discretes
suivant une loi géométrique et aux variables a densité suivant une loi exponentielle.

/O Démonstration ROC

Soit Al'événement « T > t+ h» et BI'événement « T > ¢ ».
D’apres la propriété 5onaP(T > t) = e >0 donc, Pr> (T > t+h)=....
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g Capacité 8 Utiliser une loi exponentielle
La durée de vie, en années, d'un composant électronique fabriqué dans une usine, est une variable aléa-
toire T qui suit une loi exponentielle de parametre A (ou A est un nombre réel strictement positif).

1. Démontrer que lim P(T<¢)=1.

t—+o0

2. On suppose que P(T < 7) =0,5. Déterminer A 2 10> preés.

3. Dans cette question on prend A = 0,099 et on arrondit les résultats des probabilités au centieme.

a. On choisit au hasard un composant fabriqué dans cette usine.

Déterminer la probabilité que ce composant fonctionne au moins 5 ans.

b. On choisit au hasard un composant parmi ceux qui fonctionnent encore au bout de 2 ans.

Déterminer la probabilité que ce composant ait une durée de vie supérieure a 7 ans.

c. Déterminer I'espérance mathématique E(7T) de la variable aléatoire T a I'unité pres.

Interpréter ce résultat.

4 Theme du programme

<§ Theéme 1 Temps d’attente

| Désintégration d’'un atome d’iode radioactif. Indice Probleme 1 p. 244
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