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6 @ Dynamique des populations : du discret au continu

En 1950, un pays comptait 30,5 millions d’habitants.
Depuis cette date, sa population a un taux annuel moyen R
de natalité de 20 pour 1 000, c’est-a-dire qu’il y a en : '
moyenne 20 naissances enregistrées au cours d’une
année pour 1 000 habitants.

De fagcon analogue, depuis 1950, le taux annuel moyen
de mortalité est de 15 pour 1 000.

De plus, chaque année en moyenne, 100 000 nouveaux
arrivants s'installent dans ce pays.

Objectif : on se propose d'étudier I'évolution démo-
graphique de ce pays.

B Modele atem ps discret
On note P(n) la population de ce pays, en million d’habitants, 'année 1950 + n avec n e N. Ainsi P(0) = 30,5.
a) Utiliser les informations données sur I'évolution de cette popula-
tion pour expliquer pourquoi pour tout entier naturel n,
P(n+1)—P(n)=0,005P(n)+0,1.
b) A l'aide de la calculatrice, estimer la population de ce pays en 2050, si les conditions d'évolution restent
inchangées.

Penser a convertir 100 000 habitants
en million d’habitants.




Sequences Graph Table

Set the -dinterval

n Up
0 30.5
30.7525

2 31.00626

100 63.15676

4 31.5176

5 31.77518

6 32.03406

o

299 AN4ana




E Modeéle a temps continu
On considére la fonction P définie sur l'intervalle [0; +oo[, qui & un instant 1950 + t, en année, associe
la population de ce pays a cet instant.
Ainsi, P(0) = 30,5 et pour tout réel t = 0, P(t +1)—P(t)= 0,005P(t)+ 0,1 (R).
a) On suppose que la fonction P est dérivable sur
. ; __P(t+h)—P(t)
[0;+00 et on approche P(t+1)—P(t), clest-a-dire  Pourtoutréelt=0,P’(t)= lim ——7—"—.
P(t+1)—P(t) En démographie, en économie, etc,, il est fréquent

(t+n-t ' paEP(E). que l'on approche P’(t) par P(t +1)—P(t).
Avec la relation (R), exprimer P’(t) en fonction de P(t).
b) Vérifier que toute fonction définie sur[0;+oo| par Une équation du type y’ = ay+b d'inconnue une
P(t) = ke®*®" — 20 (avec k nombre réel) est une fonction y est une équation différentielle.

solution de I'équation différentielle obtenue au a).

c) Utiliser la condition initiale P(0) = 30,5 pour déterminer k.

d) En supposant que l'évolution se poursuive ainsi, estimer alors la population de ce pays en 2050.
Comparer a l'estimation obtenue a la question Il b).
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& Capacité 1 Vérifier qu'une fonction est solution d’une équation différentielle
On considére I'équation différentielle (£) définie pour une fonction y dérivable sur R par : A

(E): y'=2y=x-1 7
x 1
1. Vérifier que la fonction f définie surR par f(x) = —% + r est solution de I'équation E.
2. a. Vérifier que la fonction g définie sur R par g(x) = e** est solution de I'équation différentielle
(E,) définie pour une fonction y dérivable surR par y' =2y = 0.

L'équation (Ep) est lI'équation homogéne ou équation avec second membre nul associée al'équa-
tion (E).

b. Déterminer une autre solution de I'équation différentielle homogeéne (Ep).

¢. Déterminer la solution de I'équation différentielle homogene (Ep) telle que y(0) = 3. —_—

3. a. Démontrer que la fonction h = f + g est solution de I'équation différentielle (E). B

b. Déterminer une autre solution de I'équation différentielle (E).
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ﬁ Capacité 2 Vérifier qu'une fonction est solution d’une équation différentielle = capa-
cité1 p. 297

1. Soit la fonction f définie sur R par f(x) = x°.

1 .
a. Vérifier que lafonction F définie sur R par F(x) = i_x"‘ + 1 est une primitive de f.

b. Déterminer d’autres primitives de la f.

2. Compléter le tableau de primitives :

Page 2/15 https://frederic-junier.org/
A . . - - . . e
wh Equations différentielles et primitives SpéMaths
Fonction f IntervalleI | Une primitive F parmi une infinité ...
flx)=1 B | e
flx)=x R
flx)=3x-2 R
1 1 _
_f(.r)——‘—_2+; ]0,+CXJ[ ...............................................
flx)=e*+e™ " 2
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Fonction f

Intervalle I

Une primitive F parmi une infinité ...

flx)=1 R Ea)=9
flo)=x R | ... E(,%\.;;.(,l,,\ O
flx)=3x-2 R (o= 2t — LN
f(.»c):—é+:r 10; +ool ? )= _—(-%'V\('n.‘) ........
flx)=e+e* B | .. FC’)Q:-&»——Q_ ...........

2p. 297

Soit la fonction f définie surl'intervalle [0; 4] par f(x) =(3,6x +2,4)e

0.6 _1,4.

g Capacité 3 Vérifier qu'une fonction est un primitive d’'une autre fonction = capacité

1. Vérifier que la fonction que la fonction F définie par F(x) = (-6x~ 14)e %% —1,4x est une primitive

de f.

2. Déterminer la solution sur [0; 4] de I'équation différentielle y' = f qui vérifie y(0) = 10.
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& Capacité 4 Echelle des dérivées

On considére la courbe d'une fonction f deux fois dérivable sur R.
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m Equations différentielles et primitives SpéMaths

Pour chaque question, sélectionner la ou les bonne(s) réponse(s).
1. Soit ' la dérivée de f et F une primitive de f sur R.

Cp
a.ﬂ Ist positive sur (2 ; 4. FM c. Festdécroissante sur [2; 4]. %'w“\
(‘Yﬁ'esmégaﬁve sur [-4,5; —4] VJ\M d. F est décroissante sur [—3; —ll\//\g..:

a. b.
/
N s i
fa - |
AN , , I
. / /
X [ .
\L| !/ ,
v ; /
f g 3 1
5 4 a3 2 & It 154 ¥ iyl ! $
: [N
} 1 %
[ d.

) \[ [ /

X \ /

N \L /

§ \
. \ / A
ll' 1 2 3j 4 B 1 2 12 8= \ !‘

| A N
X \ N
A \ 3

2. Une des courbes ci-dessus représente la fonction f”. Laquelle? QL ck}
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5 Capacité 5 Calculer une primitive en utilisant les primitives de référence = exo 5 p.123
1. Pour chacune des fonctions f suivantes, continue sur I, déterminer I'’ensemble des primitives de f
sur ]0; +ool.

a. f(x)=4surI=R;

1
e. f(x):—zsurI:]0;+oo[;
b. f(x)=0sur I =R; X

c. f(x)=isur1:]0;+oo[; f. f(x)=e* surI=R;
vE -1
d. f(x)=3+x+x4surI=R; g f(x)=7surI=]—oo;0[.

2. Démontrer que la fonction définie sur ]0; +oo[ par F : x — xInx — x + 1 est une primitive de la
fonction In. Déterminer la primitive de la fonction In qui s’annule en ve.
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g Capacité 6 Calculer une primitive de fonction de la forme (V' o u) x u' = exo 6 p.123

Pour chacune des fonctions f suivantes, continues sur un intervalle I, déterminer I’ensemble des primi-
tives de f sur L.
1 - 2x-1-— L e sur1=10; +ool; e’
. flO)=x"-2x~- —a e sur =10; +oo[; 4. f(x)= _x+lsurI—[R,
2. f(x) e’ I1=R 5. f(x) = — surl=R*
. flx) = sur =R;  fX)=—Zsurl=R,;
(e* +1)2 e’ "
ex
3. f(x)= surl =R; 6. f(x)= surl=]0;1[U]l; +ool;
fx) 1 1 fx) “Inx 10; 1[U] [
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g Capacité 7 Résoudre une équation différentielle y' = ay = capacité 5 p. 301

Soit (E) I'équation différentielle définie sur R par y' -6y = 0.

1. Résoudre I'équation différentielle (E).

2. Déterminer la solution f de (E) vérifiant la condition initiale f(0) = 3.
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g Capacité 8 Résoudre une équation différentielle y' = ay+ b = capacité 6 p. 301

Un cycliste roule sur une route descendante rectiligne et trés longue. On note v(¢) sa vitesse a lI'instant ¢,
ol t est exprimé en secondes et v(f) en metres par seconde.

On suppose de plus que la fonction v ainsi définie est dérivable sur I'intervalle [0 ; +oc0].

Un modéle simple permet de considérer que la fonction v est solution de I'équation différentielle : —_

(E) : 10v'(8) + v(t) =30 —

1. Résoudre I'équation différentielle (E).

2. Onsuppose que, lorsque le cycliste s’élance, sa vitesse initiale est nulle, c'est-a-dire que v(0) =0. ———
En déduire I'expression de la fonction v.
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Partie A : modele discret

Dans cette partie, pour tout entier naturel n, on note T, la température du café a 'instant n, avec T},
exprimé en degré Celsius et n en minute. On a ainsi 7j = 80.
On modélise la loi de Newton entre deux minutes consécutives quelconques n et n + 1 par I'égalité :

Tps1=Tn=k(Tp— M)

ol k est une constante réelle.

Dans la suite de la partie A, on choisit M =10 et k= -0, 2.

Ainsi, pour tout entier naturel n,ona: T4+, — T, = —0,2(T,, — 10).
1. D’apres le contexte, peut-on conjecturer le sens de variations de la suite (7},)?
2. Montrer que pour tout entier naturel n: T, =0,8T, +2.

3. On pose, pour tout entier naturel n: u, =T, — 10.

a. Montrer que (u,) est une suite géométrique. Préciser sa raison et son premier terme uy.
b. Montrer que, pour tout entier naturel n,on a: T, = 70 x 0, 8" +10.

c. Déterminer la limite de la suite (7},).

A) Rorr. Kow e LA N2 0 | oha
1

ar” o T B2 (T 40 )

ONRL :.%b
jon & Tm\ W wmyuj\ <O

e :MN\(_ CN\\)WU\‘“”&‘”\LQ— .




2N R Lok ek N, O

TP(\-V\'TN\ - (),1 C\Pf\_ AO)

-

Nl L XA

’\’N\-[—/\: (A"U)'i}/\-m-&’z\

Ton = 98T ¥

) ?w,\ \CQNJLQ,&W\WQ PO, o0 f9de -
=T AD

S ?M(to-kkk' U‘\\Qvu N\;O)O“\OL;
Maen = Traa= A0 = O RN (42 -A0
N 2 03T (=82 03 (T,a-40) = 03 M an

YA
Gros 0t Adas e qua Lo Wkg\ (M) ey O
O CLM
\3\ D\W OIS 0.\:'2_ LSNJ\)\b) AU UV
Moz Mo oS o Moz Too1o="1D




C)(\’\f*tlw\c AMW: U\.kb\ _N\;;O'_

o\

1INV N

M= NOX o0,

NOX ]

AN o e Al u\:u\o_-_ Teaz KX AD

m\
Trex XOX0O3  +Ap

M
¢ ) Ge o |03\Z4 Jeel KienYoxog =0
~AD

()N PUNE RN Ricorn Toa= AD

PO D

4. On considere la fonction Python suivante :

Tantque T = 40

T+~0,8T+2
n—n+1l

Fin Tant que

def seuil(s):
t = 80

n=20
while .E. >= D

Lo USKEXY
n=.poYAL

return n

a. Quelle valeur numérique est renvoyée par seuil (40) ?

b. Interpréter cette valeur dans le contexte de I'exercice.




Entrée[l]: def seuil(s):

t = 80
n=2~0

while t >= s:
t=0.8*t + 2

n=n+1
return n

Entrée[2]: seuil(40)

Sortie[2]: 4
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Partie B : modeéle continu

Dans cette partie, pour tout réel ¢ positif ou nul, on note 6(f) la température du café a l'instant ¢, avec
6(t) exprimé en degré Celsius et ¢ en minute. On a ainsi 6(0) =

Dans ce modéle, plus précis que celui de la partie A, on suppose que € est une fonction dérivable sur

I'intervalle [0; +oo[ et que, pour tout réel ¢ de cet intervalle, la loi de Newton se modélise parI'équation | ——

différentielle (E ;) :

0'(t) = -0,2(8(t) - M).

1. Dans cette question, on choisit M = 0. On cherche alors une fonction @ dérivable sur l'intervalle
[0; +oo] vérifiant £(0) = 80 et solution de I'équation différentielle (E).

0'(t) =-0,26(1)

Déterminer la fonction € solution particuliére del’équation différentielle (Ey) vérifiantla condition | ——

initiale 8(0) = 80
2. Dans cette question, on choisit M = 10.

a. Déterminer la fonction g solution particuliére de I'équation différentielle (E;p) vérifiant la

condition initiale g(0) = 80. D

b. Une personne aime boire son café a40°C.
Montrer qu'il existe un unique réel f; dans [0 ; +ool tel que g(#) =

Donner la valeur de f arrondie ala seconde. B
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