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DM : calcul de logarithme par 'algorithme de Briggs Sp éMaths

Partie A : Un peu d’histoire

Henry Briggs (1561-1630) est le co-inventeur, avec son ami John Neper, des logarithmes. Briggs compléta et

dressa la table des logarithmes des entiers, des sinus et des tangentes, avec 14 décimales dans son ouvrage
Arithmetica Logarithmica.

Partie B : Déroulement et programmation de I’algorithme

On donne ci-dessous un extrait de !I'Introduction a l'analyse infinitésimale ou Leonhard Euler 1707-1783 ex-
plique la méthode utilisée par Briggs pour calculer une valeur approchée du logarithme décimal de 5. On
rappelle que le logarithme décimal d'un nombre strictement positif x est noté log(x) et qu’il est proportion-

. Ao . In(x)
nel au logarithme népérien In(x) par la relation log(x) = o)
n
_ caary IN = o, 69873043 O =V KN

Soit la bafe logarithmique @ = 10, qui eft celle des rables N o= 49974 - 10 = o 593;-?45: P=wvNO
ordinaires, & propolons-nous de trouver le logarithme 0= §,00003%; P o‘ 69885155 @ = v OP
approché de 5. Comme ce nombre eft renfermé entre les P = 49986473 = 593 R = v oQ
limites 1 & 10, dont les logarithmes font o & 1, on procé- Q@ = 4,999339; 1Q =0, 69891353 OR
deia de la maniere {uivante 4 l'extraction des racines, & on R = 49997013 {R = 0, 69894403 S =V
continuera les opérarions julqud ce quon foir arrivé 4 des § = 4,099876; IS = o, Gy8959:; T =V O35
limites , qui ne diﬂilcn:.p{us du nombre propolé §. T — ,;999963:, IT = o, 69896683 F = v OT

A = 1,000000; {4 = o, coooooo foit V= S,O-Dl:’i"-?ai [V = o, 6o8g707; W=V TV

B = 10,000000; {8 == 1, cocoocooy; C=p A B Y = 4;9”934; W= o, 6989637; X == v WF

C = 3,162177; {C = o, s000000; D=vEBC X == 409999975 IX = o, 69806973 ¥ =V ¥ X

D= g6i3gmy; {D =-0, 7j00000; £ = v CD Y = s.0000033 {¥ = o, 6989701; Z =yvXY
: = 4,216064; [£ = o, 61500003 F = v DE Z — s5,0000003 1Z = o, 69897005 & .

F = 43656743 {F = o, 68750003 G=w DF Ainfi. en prenant des moyennes P:uporﬁonnel]ﬁ, on elt

§,032091; [G = o, 7187500; H= v FG . P

parveny 4 ‘rrouver Z == §,000000, & quoi répend le loga-

rithme cherche 0,698970 4 €n fuppofant la bale ogarithmique
: -4--‘;‘594365!;{{-.—:0,6 j’}‘:i;KsVHI 69807

G —
H = s,048067; IH = o, o31290; I = v FH"
I =
K =

§,00:865; (K = o, 69911873 L = v IK = 10. Par %onféquent 10 100300 = § ﬁapeu-P;ér:.ltC;e:;hcﬂE
L 49804163 /L — o, 69716563 M = v KL i:etl:n:“mnn:fh‘:_ qujcsﬂlkg‘;iizm:: E{uf::i]ﬁ'gn :ic aginé
M= a49p1627; IM= o, 6984213 N= v kM a table ordinaice ora 5

depuis des méthodes plus expédirives pour les trouver.
Les colonnes de gauche et du milieu se complétent selon I'algorithme suivant :

= | Etape 1 : initialisation | On initialise les deux premiéres lignes avec deux nombres A =1 et B = 10, qui
In(10)
In(10)

encadrent 5, et leurs logarithmes décimaux /A =0et /B =1. On a bien log(10) =

=1doulB=1.

= | Etape 2 : boucle

On répete en boucle les instructions suivantes pour remplir les lignes suivantes.

- ‘ Colonne de gauche:

On prend les deux dernieres valeurs de la colonne de gauche qui encadrent

5 et on calcule leur moyenne géométrique qu’on affecte comme nouvelle valeur de la colonne de
gauche. Quelques exemples :

+ pour calculer C en la troisieme ligne, on a sélectionné A et B, puis calculé leur moyenne géo-
métrique vV AB;

+ pour calculer G en septieme ligne, on a sélectionné D et F, puis calculé leur moyenne géomé-
trique vV DF;

+ pour calculer V en vingt cinquiéme ligne, on a sélectionné O et T, puis calculé leur moyenne
géométrique v OT.
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- ’ Colonne du milieu : \ On sélectionne les mémes lignes que pour le calcul de la nouvelle valeur de
la colonne de gauche, mais pour la valeur en colonne du milieu on calcule la moyenne arithmé-
tique des valeurs du milieu des lignes sélectionnées. Quelques exemples :

+ pour calculer /C en la troisieme ligne, on a sélectionné /A et /B, puis calculé leur moyenne

. . IA+1IB
arithmétique ;

+ pour calculer /G en septieme ligne, on a sélectionné ID et [F, puis calculé leur moyenne arith-

. ID+IF
metique 5 ;

+ pour calculer [V en vingt cinquieme ligne, on a sélectionné [O et I T, puis calculé leur moyenne

. . 1O+1IT
arithmétique B

= | Etape 3 : fin |On peut démontrer que la suite formée par les valeurs de la colonne de gauche converge
vers 5 et que la suite des valeurs de la colonne du milieu converge vers log(5). On peut choisir comme
critere d’arrét de boucle un seuil sur I'écart entre la valeur de la colonne de gauche et 5 ou l'écart entre
deux valeurs successives de la colonne du milieu.

1. Expliquer le calcul des valeurs C et [C dans I'extrait de I'’explication d'Euler.

Démontrer que la valeur de [C est égale au logarithme décimal de la valeur de C

2. Expliquer le calcul des valeurs R et [R dans I'extrait de I'explication d’Euler.

On admet que [O et [Q contiennent respectivement les logarithmes décimaux de O et Q. Démontrer
que la valeur de /R est égale au logarithme décimal de R.

3. Quel type de raisonnement permettrait de démontrer que pour chaque ligne, la valeur de la colonne
du milieu est le logarithme décimal de la valeur de la colonne de gauche? On admet ce résultat pour la
suite.

4. On peut appliquer I'algorithme de Briggs pour calculer une valeur approchée du logarithme décimal de
x pour tout réel x compris entre 1 et 10. Compléter la fonction Python ci-dessous pour que briggs (x,
epsilon) retourne un encadrement de log(x) d’amplitude epsilon par cet algorithme.

Les variables a et b sont les valeurs successives de la colonne de gauche encadrant x, tandis que loga et
logb sont les valeurs correspondantes de la colonne du milieu dans 'explication d’Euler.

On admet que pour 1 < x < 10, a et b convergent vers x, tandis que loga et 1ogb convergent vers
log(x).

from math import sqrt

def moyenne_geometrique(c, d):
return sqrt(c * d)

def moyenne_arithmetique(c, d):
return (c + d) / 2

def briggs(x, epsilon):

a=1

b =10
loga = O
logb =1

while logb - loga > epsilon:

Page 2/4 https://frederic-junier.org/


http://serge.mehl.free.fr/chrono/Euler.html
http://serge.mehl.free.fr/chrono/Euler.html
http://serge.mehl.free.fr/chrono/Briggs.html
http://serge.mehl.free.fr/chrono/Euler.html
https://frederic-junier.org/

n

wcte a pare DM : calcul de logarithme par I’algorithme de Briggs Sp éMaths

mg = moyenne_geometrique(a, b)
if mg <= x:

logh = ..........
return (loga, logb)

.

5. D’apres le graphique ci-dessous, quelle conjecture peut-on faire sur 'ordre de grandeur du nombre

d’itérations de la boucle while pour epsilon égal a on avecn variant entre 0 et 8.

Cette conjecture peut-elle étre validée? Justifier.

nombre d'itérations

4

EIEEI3 2I‘ 2I5 2I*' 2I; 2:3
1/epsilon

-2

=D

H

& compteur d'iterations

Partie C : Démonstration de la convergence dans un cas particulier

On fixe x = 2. On va démontrer que les variables a et b (colonne de gauche de I'’explication d’Euler) convergent
vers x = 2 et que les variables loga et 1logb (colonne du milieu de I'explication d’Euler) convergent vers
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log(x) =log(2).

Soit (u,) la suite des valeurs successives de la variable a et soit (v,) la suite des valeurs successives de la
variable b.

Ces deux suites vérifient les relations de récurrence suivantes :

=1 et Uy = { ;/nu:ii/l,(,)lsli Vv, < X et vo=10 et Dy = { Vnuiiyi@né X
1. Soit a et b deux réels strictement positifs, tels que a < b, démontrer que :
a<vVab<b (1)
2. a. Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n, on a:
1<u,<2<v, <10 2)

b. En utilisant I'inégalité (1), démontrer que la suite (u,) est croissante et que la suite (v,) est décrois-
sante.

c. Démontrer que les suites (u,) et (v,;) sont convergentes.

3. Soit n un entier naturel, on raisonne par disjonction des cas :

On suppose que /U, v, < 2.

a. | Premier cas:

. VU
¢ Démontrer que V41— Up+1 = VUn(VVUn—VUn) = W’z/u_n(vn — Uy).
2
e En déduire que: vy — Up1 < ———— (v — Uy).
q n+1 n+l X Jlnvn un( n n)
¢ En utilisant I'inégalité (2) , en déduire que :
2
Untl = Upt1 < \/§+1(Vn_un) (3)
b. On suppose que \/u, v, > 2.
) N4
e Démontrer que V41— Up+1 = VUn(V VU —VUn) = Tnun(vn —Up).
P Un
e En déduire que: v,41 — Up41 < (Vn— Uy).
2+ uy
¢ En utilisant I'inégalité (2) , en déduire que :
2
Un+tl — Un+1 S g(vn_un) (4)

4. a. Déduire des inégalités (3) et (4) que pour tout entier naturel n,on a:
4
Untl = Un+1 S g(vn — Up) (5)

b. Démontrer que pour tout entier naturel n, on a:
4 n
Oévn—uné(g) (vo — uo) (6)
c. En déduire que les suites (i) et (v,) convergent vers la méme limite ¢.
d. En utilisant I'inégalité (2), démontrer que ¢ = 2.

e. En déduire que les suites (log(uy)) et (log(vy)) convergent vers log(2).

Ainsi on a démontré que dans 'algorithme de Briggs, les valeurs des variables a et b convergent
vers I'entrée x = 2 et que les valeurs des variables 1oga et Logb convergent vers log(x).
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