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£} Histoire 1

Dans ses Recherches générales sur la mortalité et la multiplication du genre humain, Leonhard Euler
(1707 — 1783), modélise I'évolution de la population annuelle d'une ville par la relation de récurrence
Pn+1 = Apy avec A le rapport des naissances de 'année n + 1 sur les naissance de I'année n supposé
indépendant de n. Il s’agit d'un modele d’évolution exponentiel.

Thomas Malthus (1766—1834) reprend I'idée d'une évolution exponentielle de la population (suite géo-
métrique) et fait 'hypothese que la capacité production suit plutét une évolution linéaire (suite arith-
meétique) ce qui 'amene a préconiser une limitation des naissances.

Ce modele est remis en cause vers 1840 par Pierre Francois Verhulst (1804 — 1849), dont le modele lo-
gistique prend en compte la limitation de la population : la population p,+; al’année n + 1 est propor-
tionnelle a p,(M — p,) ou M est la population maximale contrainte par des facteurs limitants (place,
nourriture ...).

1 Evolution linéaire ou exponentielle

o Activité 1 Modéliser un phénomene discret a croissance linéaire
Un vendeur de logiciel propose un contrat d’assistance de deux ans maximum, comprenant I'installation

a domicile et un conseiller joignable par téléphone pour 20 € le premier mois, puis 0,6 € de moins par
rapport au mois précédent, et ainsi de suite. On note v, la mensualité en euros au n'*”° mois.

1. Calculer v; et vs.

2. Pour tout entier n tel que 1 < n < 23, exprimer v, en fonction de v,.
3. Calculer le montant de la mensualité au 12°*™¢ mois et déterminer sans justifier une formule ex-
plicite de v,, pour tout entier n tel que 1 < n < 24.

4. Compléter la fonction cout () ci-dessous, en pseudo-code et en Python, pour qu’elle retourne le
cott total du contrat d’assistance sur 24 mois.

p
Fonction cout(): def cout():
v «— 20 v = 20
S «— Vv S = v
Pour ... for ... ... ...
vV o— V= ...
S — ... S = ...
Retourne s L return s
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& Activité 2 Modéliser un phénomene discret a croissance exponentielle, voir la situa-
tion Cpage 9

Au premier Janvier 2 016, on place un capital de 800 euros sur un compte bloqué, rémunéré au taux
d’intéréts composés annuels de 2,5 %. On note C,, le capital en 2 016 + .

1. Calculer C; et Cy, arrondir au centime pres.

2. Pour tout entier naturel n, exprimer C,; en fonction de C, puis déterminer sans justifier une
formule explicite de C,.

3. Recopier et compléter la fonction ci-dessous et sa traduction en Python pour qu’elles retournent
la premiére année ou le capital dépassera s euros.

4. Faire un tableau des valeurs de C, avec le mode Suite de la calculatrice pour déterminer la valeur

de seuil (1000).
( N
Fonction seuil(s): def seuil(s):
c «— 800 c = 800
n—20 n =20
Tant que while ¢ ... s:
C — ... C= ...,
n—mn+1 n=mn+1
Retourne n L return n ]
2 Suites arithmétiques
2.1 Définition
Définition 1
Une suite (u,) est arithmétique s'il existe un réel r tel que :
+r
. _ /\
pour tout entier €N, Uy =Up+T i, Uil
| Le réel r est la raison de la suite.

Propriété 1 Suite arithmétique et variation absolue

Une suite (u,),en est arithmétique si la variation u,,; — u, entre deux termes consécutifs quelconques
est égale a une constante r.
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g Capacité 1 Caractériser une suite arithmétique

e Affirmation1 :

La suite (u#,) dont on a représenté ci-contre les
termes 1y, U1, Uy et uz peut étre arithmétique.

e Affirmation 2 :

La suite (vy) > de terme général

v,=(n+ 1)? = (n-2)? est arithmétique.

2.2 Calculs de termes et représentation graphique

Pour chacune des affirmations suivantes, déterminer si elle est Vraie ou Fausse en justifiant la réponse.

Unt
10 1
9 1
8 4
7 1
6 1 .
5 4
4 1 )
3
.
2
1 e N R
0 1 2 3 4 5

' Propriété 2

Soit () ,en Une suite arithmétique de raison r.
e PourtoutentierneN, u, =ug+------ xretuy=uj+---- xr

* Pour tous entierspeNetgeN, up =ug+---- XT.

+(n—-1)xr

+nxr

Une suite arithmétique est entierement déterminée par la connaissance d’'un terme et de sa raison.

O Démonstration détaillée p. 20

$
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g Capacité 2 Calculer le terme général d’une suite arithmétique, voir exos 1 et 2 p. 13

1. Soit (u,) une suite arithmétique de raison —3 et de premier terme

u) = 10.
a. Exprimer u,1 en fonction de u,. A | B
b. On utilise un tableur pour calculer les termes de la suite (u,). é ’il Ifg
Proposer une formule a écrire en B3 pour calculer u,; cette 31 2

formule «tirée vers le bas » dans la colonne devra permettre
de calculer les valeurs successives de la suite (i,,).

c. Exprimer u; en fonction de n et calculer uy3.

2. Soit (wy) une suite arithmétique telle que w;3 = -5 et w7 = 23.

a. Soit r la raison de cette suite, exprimer w7 — w3 en fonction de r. En déduire la valeur de r
puis calculer w;.

b. Exprimer w, en fonction de n et calculer wsy.

' 2,2
Propriété 3
uél y Up,=3+2n
Une suite (1) ,en €st arithmétique de raison r si et seulement gl ?
s’il existe deux réels a et r tels que : 21 r o J
. 61
pour tout entier €N, u,=a+nr 51 r " J
Une suite est arithmétique si et seulement si sa représentation ;1 ] J
. N . 2 . . . o +1
graphique dans un repeére est constituée de points alignés. ) ’
Une suite arithmétique modélise une évolution linéaire. )
il il il nﬂ
0 1 2 3 4

/O Démonstration

* [=]Soit une suite arithmétique (u,), de raison r.

D’apres la propriété précédente, pour tout entier n > 0, on a u, = ug + nr donc u, = a+ nr avec
a = Uy.

* [ <]Soit une suite arithmétique (u,,) ,>¢ telle pour tout entier n >0, ona u, = a+ nr.

Pour tout entier n > 0,0ona up1 — Uy =a+ (n+1)r—(a+nr) =r donc (u,) > est arithmétique de
raison r.
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2.3 Somme des termes successifs

' e L. 2
Propriété 4
Soit (u#;) une suite arithmétique de raison r.

PourtoutneNona:
L Uy + Uy
Y up=uptur+-+uptup=(Mn+1)x —=
k=0

Plus généralement, pour toutp € N, pour toutqg € Ntelqueg > pona:

premier terme + dernier terme
2

Up+Ug
=nombre de termes x

q
Y Uk =uptupi+etugo+ug = (g-p+1)x
k=p

En particulier pour la suite arithmétique telle que pour tout n €N, u, =nona:

n nn+1
Zk:1+2+3+---+n:¥
k=1 2

O
)
(¢

monstration guidée p. 21
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g Capacité 3 Déterminer une relation pour une suite définie par un motif géométrique,
voirexo 3 p. 13

02:3

Un robot d’exploration spatiale se déplace en spirale a =1
sur la planéte qu'il doit explorer. Il avance d’abord

de 1 metre puis tourne a gauche a angle droit, il

avance de trois metres puis tourne a gauche a angle

droit et ainsi de suite. A chaque étape il incrémente az=>5
de deux metres son déplacement rectiligne.

On note a,, la longueur du 7'*™® déplacement recti-

ligne du robot.

a, =7

1. Déterminer la nature de la suite (a,) puis une formule explicite de son terme général a,.

2. Déterminer une formule explicite de la distance totale parcourue par le robot aprés n déplace-
ments en ligne droite.

3. Le robot avance a la vitesse de 20 centimetres par seconde en ligne droite et met deux secondes
pour tourner. Calculer le temps nécessaire pour que le robot parcourt exactement 1 kilometre.

3 Suites géométriques
3.1 Définition

N TN et es
Définition 2
Une suite (1) ,en €St géométrique s'il existe un réel g tel que :
xq
pour tout entier €N, U4+ =g x Uy T
Up Up+1
Le réel g est la raison de la suite.
>
Propriété 5
p Up+1— Up

Une suite (¢4,,) ,en qui ne s’annule jamais est géométrique si et seulement si la variation relative

n
entre deux termes consécutifs quelconques est égale a une constante, c’est-a-dire si le taux d’évolution
entre deux termes consécutifs est constant.

Une suite géométrique modélise une évolution exponentielle.
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/O Démonstration

Soit une suite (¢,) ,en qui ne s’annule jamais.
(Un) nen €St géométrique de raison g # 0 si et seulement si Vn e N, u,+1 = quy,.

VneN, ups1 =qup<—=>VVneN, uyy1—u,=(@-lu,

on peut diviser par u, #0

Un+1— Un
VneN, up1 =qup<—=>VvVneN, ——=¢g-1
Un

Propriété 6 Représentation graphique d’une suite géométrique
Dans un repere du plan, la représentation graphique d’une suite géométrique (u,) ,en de raison g n’est pas
constituée de points alignés sauf dans le cas ot1 g = 1.

Uy, |Ho>0etl<q| vy, [ug>0et0<qg< y, |up>0etg=1
10 10y 10
9 1

ol "W o N ©
+ °
ol mN Wk o N ©

ol mN W e N ®

3.2 Calculs de termes

Propriété 7

Soit (u,) ,en Une suite géométrique de raison q.

e Pour tout entier n€N, u, = g x g" et up, =uy x g"!

* Pourtous entiers peNet meN, u,, =u, x q" P.
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n—1

xq

Démonstration détaillée p. 20

e

g Capacité 4 Modéliser un phénomene discret a croissance exponentielle, calculer le
terme général d’une suite géométrique, voir exos 1 et 2 p. 15

La scintigraphie cardiaque est une technique d’'imagerie qui permet d’examiner la qualité de I'irrigation
du cceur par les artéres coronaires.

Lors de cet examen, on injecte au patient un échantillon d'un isotope de Thallium d’activité radioactive
60 MBq (Méga Becquerel).

On appelle demi-vie le temps mis par une substance radioactive pour perdre la moitié de son activité.
Ainsi, apres une demi-vie, I'activité radioactive de cet échantillon de Thallium est de 30 MBq et apres
deux demi-vies, I'activité radioactive de cet échantillon est de 15MBq.

On note ug I'activité radioactive de cet échantillon (en MBq) a I'injection et u,, 'activité radioactive de
cet échantillon (en MBq) apres n demi-vies avec n entier naturel.

1. Donner les valeurs de ug, 11, Uy et us.
2. Exprimer u,+; en fonction de u,. En déduire la nature de la suite ().

3. a. Exprimer u, en fonction de n.

b. Déterminer I'activité radioactive de cet échantillon apres 5 demi-vies.
4. Ecrire en Python une fonction seuil () quiretourne le plus petit entier n a partir duquel u,, <0, 25.

5. Sachant que la demi-vie de cet isotope de Thallium est d’environ 3 jours, déterminer le nombre de
jours au bout desquels on est certain que 'activité radioactive de cet échantillon est strictement
inférieure a 0,25MBq.

3.3 Somme des termes successifs
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Propriété 8
Soit (u,) une suite géométrique de raison g # 1.

PourtoutneNona:
n 1_qn+1
Y Up=Ug+ur e+ Upoy + Up = Ug X
k=0 l-q

Plus généralement, Pour toutp € N, pour toutm e Ntelquem > pona:

1- qm—p+1 1- ral-sonnombre de termes
I = premier terme x

m
Y Uk =Upt Upir ot Ut + Uy = Up X ,
k=p 1—-raison

En particulier pour la suite géométrique telle que pour tout n€ N, u, = g" avecg#lona:

n k 9 " l_qI’H-l
Y g =1+q+q ++q"=———
k=0 l-qg

O Démonstration guidée p. 21

= On démontre d’abord que pour toutréel g#lonal+qg+g*+---+q" =

1= On démontre ensuite la formule de la somme des termes consécutifs d'une suite géométrique (u;,)
deraison g #1:
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Capacité 5 Calculer la somme de termes consécutifs d’une suite géométrique, voir exo
3p.15
1 &1

Pour tout entier naturel n, on considere la somme s, =1 + > +...+ o = Z 2_k
k=0

1. Exprimer s, en fonction de n.

2. Quelle conjecture peut-on formuler sur la valeur de s, lorsque n tend vers +oco?

Capacité 6 Déterminer une relation explicite ou une relation de récurrence pour une
suite définie par un motif géométrique ou une question de dénombrement
Une institutrice propose un atelier découpage pour ses éléves a partir d'une feuille de 400 cm?.

Etape 1 I'éleve partage d’abord la feuille en 9 carrés et découpe le carré central;
Etape 2 I'éleve partage alors les 8 carrés restant en 9 carrés égaux et découpe le carré central;

Etapes suivantes 'éléve répeéte le méme procédé ...

1. On note u, la surface restante de la feuille apres n découpes. Ainsi 1y = 400.

a. Justifier que la suite (u,) est géométrique et déterminer sa raison.
b. Que peut-on conjecturer pour les valeurs de u, lorsque n devient aussi grand que I'on veut?

c. Recopier et compléter la fonction seuil (s) pour qu’elle retourne le plus petit entier n tel que
U, < s.
Programmer cette fonction, quelle est la valeur retournée par seuil (10)?

2. On note v, le nombre de nouveaux carrés découpés lors de la n'®"*® découpe avec n > 1. Ainsi
l}1:1, U2:8...

a. Justifier que la suite (v,) est géométrique et déterminer sa raison.
b. Que peut-on conjecturer pour les valeurs de v, lorsque n devient aussi grand que I'on veut?

c. Recopier et compléter la fonction somme (n) pour qu’elle retourne ¢, le nombre total de car-
rés découpés apres n découpes avec n > 1.

Programmer cette fonction, quelle est la valeur retournée par somme (10) ?

d. Déterminer une formule explicite permettant de calculer ¢, pour un entier n > 1.
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Algorithme de seuil

Fonction seuil(s):
n—2~0
u «— 400
Tant que ...
u «~— ...
n—mn-+1
Retourne n

Etape 0 : 0 découpe

Etape 2 : 9 découpes

| Calcul de somme |

Fonction somme(n):
v — 1
Tt «— ...
Pour k allant de 2 a n
Voe— ...

t — ...

Retourne t

Premiere
Python
def seuil(s):
n=2~0
u = 400
while .....
U= ...
n=n-+1
return n

Etape 1 : 1 découpe

Etape 3 : 73 découpes

Python
def somme(n):
v =1
T = 0cocooo000
for k in range(2, n + 1):
V= oo
® = cooocooooc
return t
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