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Histoire 1

1 Al-Kashi est un mathématicien persan du XVe siecle. Il a calculé la meilleur approximation de =
jamais trouvée a son époque avec 16 décimales. On lui doit une généralisation du théoreme de
Pythagore dans un triangle quelconque, trés utile, avec une autre loi, dite des sinus, pour calculer
longueurs et angles dans des triangles (applications en astronomie, géodésie .. .).

i William Hamilton, mathématicien et astronome irlandais du XIXe siecle, titulaire de la chaire d’as-
tronomie de Académie royale a 22 ans, utilise pour la premiere fois le terme de vecteur et déve-
loppe le concept d’espace vectoriel. Apres avoir formalisé I’étude des nombres complexes dans
un espace a deux dimensions (programme de mathématiques expertes), il construit un ensemble
similaire dans un espace a quatre dimensions, le corps des quaternions.

1 Produit scalaire

La définition et les propriétés du produit scalaire de deux vecteurs, sont valables dans le plan ou l'espace. Les
expressions avec les coordonnées sont différentes dans le plan et I'espace.

1.1 Norme d’un vecteur et théoreme de Pythagore

' Définition 1

Soit u un vecteur et deux points A et B telsque AB = u.

—_ —_
La norme du vecteur u , notée H u H est la longueur AB.

Théoréme 1 Théoreme de Pythagore

Le plan est muni d'un repere orthonormé (O, 1, ] )

— B
Soit u (x;y) un vecteur du plan et deux points |
A(xa; ya) et B(xp; yg) tels que AB = u . Les égalités (5 — V)2
suivantes sont équivalentes : 3

Y H

o AB*=(xp—x2)*+ (yB— J/A)2

— |2 —_—
7 -2er T

[ |
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g Capacité 1 Déterminer si un triangle est rectangle avec la formule de la norme
Dans un repere orthonormé du plan on considere les points A, B et C de coordonnées A(—1;5), B(6;3)
etC(1;1).

1. Calculer les coordonnées des vecteurs E ,BC et AC.

2. Calculer les normes de ces trois vecteurs.

3. Le triangle ABC est-il rectangle?

1.2 Définition du produit scalaire

Définition 2

Soit deux vecteurs u et v et trois points A, Bet Ctelsque u = AB etv = A
Le produit scalaire des vecteurs u et v, noté u - v estle réel défini par:

—_ —_ —_ —_ —_ —
e |Premiercas|Siu =0 ouv =0 alorsu - v =0.

-Siu #0 etv #0 alors u-v:Hu

—

X (v

X COS (m) = AB x AC x cos (Iﬂ\c) .

g Capacité 2 Calculer un produit scalaire avec la formule du cosinus (voir exo 1 p. 211)
1. Soit ABC un triangle tel que AC =5, AB =6.

—_— — T T 57;
Calculer le produit scalaire AB - AC si BAC mesure 0, 526 ou x radians.

2. Soit EFG un triangle équilatéral de co6té a. Exprimer le produit scalaire EF - EG en fonction de a.

Propriété 1 Symétrie du produit scalaire

—_ —

—_— — _ —
Pour tousvecteurs u et v,onalu - v =v - u |
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/O Démonstration

—_ - — —

. —_ . L. —_ —_ — —_ — —_ —
e Siu =0 ouv =0 alors pardéfinition u - v =0etv -u =0doncu ‘v =v - u.

J Si;#Uet;766),soittroispointsA,BetCtelsque;:zﬁetj:E.
Par définition, ona z - v = AB x AC x cos (BAC) et v - 1 = AC x AB x cos(CAB).

Or BAC et CAB ont méme mesure et ABx AC=ACx AB,doncu - v =v - .

‘ (V4 pd Ve .
‘ Propriété 2 Carré scalaire

—
Pour tout vecteur u ona u u = ” ” .

/O Démonstration

e |Premier cas|Si u estunvecteurnulalors u - u =0et ” u H =0doncu -u = H u ” .

. Siu #0,soit deux points A et B tels que u =AB.

Par définition, ona - 1 = AB x AB x cos (15473)

Or BAB est un angle de mesure nulle donc de cosinus égal a 1.

—_ — — 12 e —_
Ainsiu - u :ABZ.OrHuH :HAB ” = AB>. Onadoncu u —H H .

‘ L Vd pd . o . pd L]
Propriété 3 Produit scalaire de vecteurs colinéaires

—_ —_
Soit u et v deux vecteurs colinéaires.

¢ Premier cas: Si 1 et v sont colinéaires et de méme sens alors u

— — ‘

« Deuxi®me cas:Si z et v sont colinéaires et de sens opposés alors u - ‘

/O Démonstration

On peut représenter u et v a partir d'un méme point origine A.
Soit Bet Ctelsque u = AB et v = AC.

. Si AB et AC sont colinéaires et de méme sens alors BAC = 0 donc :

—_— —

U -v =AB - AC = AB x AC x cos(BAC) = AB x AC x cos(0) = AB x AC.
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g . Si AB et AC sont colinéaires et de sens opposés alors BAC = donc

u-v —AB AC AB x AC x cos(m) = —AB x AC.

g Capacité 3 Calculer un produit scalaire entre deux vecteurs colinéaires
Soit ABCD un parallelogramme de centre Itelque AB=3etBC=4et AC 6

—_— —— — — — —>

Calculer les produit scalaires : AB - DC AB -CD, Al - AC,IA -IC et IA - AC.

1.3 Orthogonalité et produit scalaire

[ v Eses
Définition 3
Soit u et v deux vecteurs non nuls de représentants u = AB et v = AC

Les vecteurs u et v sont dits orthogonaux si les droites (AB) et (AC) sont perpendiculaires
Cette définition ne dépend pas du choix des représentants de u et v de méme origine

Propriété 4 Caractérisation de 'orthogonalité

Pour tous vecteurs u et v telsqueu #0 etv #0 :

—

=
u et v sont orthogonaux si et seulement si

—

=
u-v =0.

/O Démonstration

Siu # 0etv # 0 smt tr01s points A, B et C tels que U =ABetv =AC.
Par définition, on al U -V = AB x AC x cos (BAC).

Pulsqueu 750 etv 750 onaAB= ‘uH#OetAC:H;)H;éOetdoncona:

u 7:0<:>COS(B/1—4T:)=O

_ — e VA

u-v =0 BAC= > + km avec k entier relatif
UV =0 (AB) et (AC) perpendiculaires

—_— — . nd —
Ceci prouve que u =0sietseulementsi u et v sont orthogonaux.
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Propriété 5 Projection orthogonale
Pour tous points A, B et C, si H est le projeté orthogonal de C sur (AB) alors:

—_— — —— —— ABxAHsiXI;etﬁdemémesens

AB - AC =AB - AH = _— —

—AB x AH si AB et AH de sens opposés
C C
g oo
A H B H A B

O Démonstration

On raisonne par disjonction des cas selon la mesure en radians de 'angle BAC.

—

T
* |Premier cas, I'angle est aigu: 0 < BAC < 2

Par définition, AB - AC = AB x AC x cos (BAC).
Or dans le triangle AHC rectangle en H, on a AC x cos(BAC) = AH.

On en déduit que AB - AC = AB x AH. De plus AB - AH = AB x AH x cos(BAH) = AB x AH car

BAH de mesure nulle.

OnadoncE-A_C):ABxAH:E-E.

—

T
* |Second cas, 'angle est obtu : > <BAC<m

Par définition, AB - AC = AB x AC x cos (]m')

Dans le triangle AHC rectangle en H, on a AC x cos (m) = AH. Or CAH et BAC sont deux angles

supplémentaires donc cos (BAC) = —cos (CAH).

Ainsi, on a zﬁ . E =—ABx AH.

De plus AB - AH = ABx AHxcos (m) = —ABx AH car BAH estun angle plat de mesure 7 radians

donc de cosinus égal a —1.

Onendéduitquezﬁ-Z(_T):—ABXAH:XI;-IFI’.

Page 5/12 http://frederic-junier.org/


http://frederic-junier.org/

n

s i Chapitre Produit Scalaire Premiere

g Capacité 4 Calculer un produit scalaire avec la projection orthogonale (voir exo 2 p.
211)
ABC est un triangle rectangle en B avec AB =4 et BC = 3 et H est le projeté orthogonal de B sur [AC].

1. Démontrer que AB - AC =16.

2. En exprimant AB - AC d’une autre facon, calculer la longueur AH.

2 Propriétés du produit scalaire

2.1 Expression du produit scalaire avec les normes de vecteur

Propriété 6 Carrés scalaires

—_  —

Pour tous vecteurs u et v,ona:

N 1( =2 —>2
PR (e e e e
2
/O Démonstration
Slu—Oouv—Oalorsu-7
—_ —_ 2
DautrepartHu”H le -1 = 1o H [-|a] =o.
—_ — 1 —_— —_—
Onadoncu-vzznu+v“ Hu"—“v“

. Si; 756 etv ;155),soittlroispointsA,BetCtelsque;> = AB et v = AC.Onnote Dle
pointtelque u + v = AB + AC = AD eton appelle H le projeté orthogonal de D sur la droite (AB).

De AB + AC = AD on déduit que ABDC est un parallélogramme et que AC =BD.

On distingue trois sous-cas selon la position de H par rapport au segment [AB] :

— | Premier sous-cas : | H appartient a la demi-droite [AB) et se trouve a a 'extérieur du segment
[AB].
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D’apres le théoreme de Pythagore dans le triangle AD H rectangle en H ona AD? = AH? + HD?.
D’apres le théoréme de Pythagore dans le triangle BHD rectangle en H ona HD? = BD?—~ BH?.
On en déduit que :

AD? = AH? + BD?> - BH? = (AB + BH)? + BD? - BH?
AD? = AB>+ BH? +2 x ABx BH + BD?> — BH?

% (AD*-BD*- AB*) = AB x BH

Orona“u +v “ = AD etHu 0 = AB” et Hv H = AC°=BD".
De plus AC =BD donc AB AC = AB - BD = AB x BH par propriété de la projection orthogo-
nale. Ainsi ABx BH = u -

. d —_ —
Finalement,on a u ” u-+v H ” u H — H v H

\ Deuxieéme sous-cas : \ H appartient au segment [AB].

C D

A

=

B
D’apres le théoréme de Pythagore dans le triangle AD H rectangle en H ona AD* = AH? + HD?.
D’aprés le théoréme de Pythagore dans le triangle BHD rectangle en H ona HD? = BD*—~ BH?,
On en déduit que :

AD? = AH?* + BD* -~ BH” = (AB- BH)* + BD* - BH*

AD? = AB?> + BH? -2 x AB x BH + BD? — BH?

(AD*- BD*- AB®) = —-AB x BH

N =

Orona“u+v“ =AD etHu" =AB etHv“ = AC”=BD".

De plus AC = BD donc AB - AC = AB - BD = AB BH 3H par propriété de la projection or-

thogonale. Si H appartient au segment [AB] alors AB et BH colinéaires de sens opposés donc
AB-BH=-AB x BH.

. —_ —_ —_
Finalement, on retrouve que u - H u-+v H H u H - H v H

- \ Troisieme sous-cas : \ H appartient ala demi-droite [B A) et se trouve a a I’extérieur du segment

[AB].
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C D
I
I
:
I
o .
H A B

D’apres le théoréme de Pythagore dans le triangle AD H rectangle en H ona AD* = AH*+ HD?.
D’aprés le théoréme de Pythagore dans le triangle BHD rectangle en H ona HD? = BD?> -~ BH?.

On en déduit que :

AD? = AH? + BD?> - BH? = AH? + BD?> — (BA+ AH)?
AD?=BD?-BA?>-2xBAx (BH - BA)
AD?=BD?+BA?>-2xBAx BH

(AD?* - BD*- AB®) = -AB x BH

N |~

Orona“u+v“ =AD etHu" =AB etHv“ = AC”=BD".

De plus AC =BD donc AB - AC = AB -BD = AB - BH par propriété de la projection ortho-
gonale. Si H appartient a la demi-droite [BA) et se trouve a |'extérieur du segment [AB] alors

AB et BH colinéaires de sens opposés donc AB- BH=-AB x BH.

—_ —_
Finalement, on retrouve que u : (H u-+v H H u H - H v H )

g Capacité 5 Utiliser la formule du produit scalaire avec les carrés scalaires
Soit ABC un triangle rectangle en A.

1. Calculer le produit scalaire AB - AC avec la définition (formule du cosinus).

2. Faire une figure et construire le point D tel que AB +AC = AD. Quelle est la nature du quadrilatere
ABDC?

3. Calculer le produit scalaire AB - AC avec la formule des carrés scalaires. Quel théoréme applique-
t-on finalement pour retrouver le résultat de la question 1.7

2.2 Expression du produit scalaire dans une base orthonormée
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r Propriété 7

—(x\ —(x
Dans le plan muni d'une base orthonormée, pour tous vecteurs u (y) etv (y,), ona:

u-v =xx+yy

,O Démonstration

On applique 'expression du produit scalaire avec les normes de vecteur.

— = 1 = =2 =2 =2
R e e e T

Oronau (x; ) et v (x5 ¥) et u+v (x+x'; y+'). On applique alors le théoreme 1 (Pythagore) :
—_ — 1
v = () + () = ) - (YY)
—_ — 1
—_ — 1
u-v==2xx"+2yy)
u-v=xx'+yy

Corollaire

o ) —(x\  —(x
Dans le plan muni d'une base orthonormée, pour tous vecteurs u (y) et v (y') :

u et v orthogonaux < xx'+yy =0

g Capacité 6 Démontrer une orthogonalité avec un produit scalaire (voir exo 1 p. 213s)

Dansle plan muni d'un repére orthonormé (O, 1, ] ), soitles points E(—4;3), F(2;1),G(3;—4), H(6; 7).
1. Les droites (EF) et (GH) sont-elles orthogonales?
2. Soient un parametre réel m et le point M (4; m).

a. Montrer que FM - GM =m®+3m-2.

b. Existe-t-il des positions de M pour lesquelles le triangle FMG est rectangle en M ?
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Si oui, déterminer les coordonnées des points M correspondant.

g Capacité 7 Calculer un angle avec le produit scalaire (voir exo 2 p. 213)
| Dans un repere orthonormé, on considere les points A(0; 4), B(6; 3) et C(—4; —2).

Calculer AB - AC de deux facons différentes pour déterminer une mesure en degrés de I'angle BAC

2.3 Propriété de bilinéarité et identités remarquables

Propriété 8

Pour tous vecteurs

g

—
YUy

sl

ettoutréel A:

.u-W+w)=u-v+u-w 3. Au)-v =AU - vetu -Av)=Au - v)
2. (V4w) u=v-u+w-u

Corollaire Identités remarquables

—_— —

N
Pour tous vecteurs u ,v ,w ettoutréel 1 :

1. ‘u+vH =(u+v)=u"+2u -v +v :Hu” +2u-y+HyH

— — — — ) - — 12 — 12
2. L+0) (W—-D)=u’-7 :“u” —01/”
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—_ —> —> —_ — |12
Hu—v”-u —2u v +v? H H —2u U+Hv0

rd

/O Démonstration

g Capacité 8 Utiliser la propriété de bilinéarité
1. a. Soit A, B et C trois points du plan.
Démontrer que pour tout point M du plan, MA - BC +MB -CA +MC - AB =0.

b. En déduire que les trois hauteurs d’un triangle sont concourantes.

2. Soit ABCD un parallélogramme.

a. Al'aide du produit scalaire, démontrer que AB* + BC? + CD? + DA* = AC* + BD?.

b. Si ABCD est un rectangle, quel théoréeme connu depuis I’Antiquité peut-on retrouver ?

g Capacité 9 Choisir une forme adaptée pour calculer un produit scalaire
Soit ABC un triangle rectangle en A, I et J les milieux des cotés [AB] et [AC] et H le projeté orthogonal
de A sur [BC]. On veut démontrer que les droites (HI) et (HJ) sont orthogonales.

—_ — _ —

1. IustlﬁerqueHB HC =AB.HC = AB.HA

2. En déduire que HB.HC = -AH?

3. Onadmetqueﬁf:%(ﬁ+ﬁ)etﬁ7:%(ﬁ+ﬁ).

Déduire des questions précédentes que HI .HJ = 0 et conclure.
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2.4 Une autre expression du produit scalaire avec les normes de vecteur

Propriété 9

Pour tous vecteurs u et v,ona:

V== - -
-y:— 1% u —v
2

O Démonstration
On utilise les propriétés de bilinéarité.

Corollaire

Soit A, B et C trois points du plan, en posant AB = ; et R) = ;, on a ; - 7 = E - E =CB etla
propriété précédente s’écrit :

AB - AC = - (AB*+ AC*-BC?)

r\JI»—'

g Capacité 10 Calculer un produit scalaire a partir des normes
Les questions 1, 2 et 3. sont indépendantes.

1. On consideére un triangle ABC tel que : CB = 8, AC =5 et BA = 6. Calculer le produit scalaire
AB - AC puis cos(BAC).

2. On considere un triangle ABC tel que: CB =12, AC =7 et BA =6. Soit H le pied de la hauteur issue
de B et soit k tel que AH = kAC.

a. Calculer le produit scalaire AB - AC.
b. Exprimer AB - AC enfonction de AH et AC.

c. En déduire la valeur de k.
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