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i Dérivation Partie 1 Premiere

£} Histoire 1

e Archimede calculait dés I’Antiquité des aires par décomposition d'une surface en une infinité de
segments de droites, mais les mathématiciens sont génés par ces calculs sur des infinitésimaux
ou indivisibles : en ajoutant des lignes unidimensionnelles, sans largeur, on obtient des aires a
deux dimensions.

* [saac Newton (1642-1727) est un mathématicien et physicien anglais, pére de la physique mo-
derne et découvreur de la gravitation universelle dans son fameux Principia de 1687. En 1669 il
écrit le De analysi, premier exposé rigoureux de calcul infinitésimal, basé sur le passage a la limite
dans des séries infinies, ou il définit les dérivées comme des fluxions (quantités changeant avec le
temps) et établit la détermination de I'aire délimitée par une courbe comme le processus inverse
de la détermination d’'une tangente a cette courbe.

e Gottfried Leibniz (1646-1716) est un philosophe, physicien et mathématicien allemand consi-
déré comme 'un des derniers universalistes. En 1686 il publie un traité de calcul différentiel ou
il présente des résultats équivalents a ceux de Newton. Une grave querelle oppose les sociétés
scientifiques allemandes et anglaises sur la paternité du calcul différentiel car Newton n’a publié
son De analysi qu'en 1711. Les notations de Leibniz pour la différentiation et I'intégration, plus
pratiques, ne se sont imposées en Angleterre qu'au début du XIX® siecle.

1 Activités d’introduction

1.1 Point de vue économique

3o Activité 1

Une usine produit un engrais agricole. Le cotlit de production quotidien, en milliers d’euros, de x tonnes
d’engrais est modélisé par la fonction C définie sur I'intervalle [0; 20] par C(x) = x* + 2.

On a représenté ci-dessous la courbe de la fonction C dans un repere orthogonal d’unités 2 carreaux pour
1 tonne en abscisse et 1 carreau pour 1 millier d’euros en ordonnée.

E, A et D sont les points de la courbe d’abscisses respectives 0, 1 et 2.

1. a. Calculer la variation absolue du cofit de production C(2) — C(1) entre des productions de 1 et
2 tonnes.

b. Sila production passe de 1 a 2 tonnes, le taux de variation du cott par quantité produite est
. .. C2)-C(1)
égala ——.

2-1

Calculer ce taux. Que représente-t-il pour la droite (AD)?

2. Calculer la variation absolue du cotit de production C(1) — C(0) et le taux de variation du cott par

C()-C(
quantité produite % sila production passe de 0 a 1 tonne.

Que représente ce taux pour la droite (AE)?
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Pour tout réel 1 # 0 tel que 1+ h > 0, le taux de variation du cotlit par quantité produite, lorsque la pro-

T(h)

_Cl+h-C1) _ CA+h-CQ)
© 1+h-1 h i

Ala question 1. on a calculé 7(1) et a la question 2. on a calculé 7(—1) (a vérifier...).
Dans la feuille de calcul de tableur reproduite ci-dessous, on a calculé les valeurs du taux d’accroissement
7(h) pour des valeurs de h variant de —1 a 1 avec un pas de 0, 1.

A B C D
1 h | 1+h | C(1+h)-C(1) | (C(1+h)-C(1))/h
2 -1 0 -1 1
9 |-03| 0,7 -0,51 1,7
10 | -0,2 | 0,8 -0,36 1,8
11 | -0,1 | 0,9 -0,19 1,9
12 0 1 0 #DIV/0!
13 | 0,1 | 1,1 0,21 2,1
14| 0,2 | 1,2 0,44 2,2
15| 03 | 1,3 0,69 2,3
22 1 2 3 3

3. a. Quelles formules a-t-on saisi en A3, B2, C2 et D2 pour compléter la feuille de calcul?

Que signifie le message d’erreur en D122
b. Quelle conjecture peut-on faire sur les valeurs prises par le taux de variation
Cd+h-CA) Ca+h-Ca1)

1+h-1 h
Quelle interprétation économique peut-on en donner?

T(h) =

lorsque h tend vers 0?
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c. Si on note My, le point de la courbe de la fonction C dont I’abscisse est 1 + h, que représente
7(h) pour la droite (AM},) qui est sécante a la courbe?

4. a. Tracer sur le graphique la droite 9 passant par A(1; 3) et de coefficient directeur 2 puis dé-
terminer son équation.
b. Quel lien peut-on faire entre la droite I et les sécantes (AM},) lorsque h tend vers 0?

c. Quel lien peut-on faire entre le coefficient directeur de I et le taux d’accroissement 7(h)
lorsque h tend vers 0?2

1.2 Point de vue cinématique

o Activité 2 Situation 3 page 113

2 Point de vue local, fonction dérivable en un point

2.1 Tauxde variation

Définition 1

Soit f une fonction définie sur un intervalle I, a un réel

appartenant a I et 2 unréel non nul tel que a+h appartient
al v
Le taux de variation de f entre a et a+ h est le quotient : e 2 M
fla+h)-f(a)

h A 8
C’est le coefficient directeur de la droite sécante a € pas- 2 J
sant par A(a; f(a)) et M (a+ h; f(a+h)). 2
Pour exprimer le taux de variation d’'une quantité y par ol -1 3 X

A
rapport a une quantité x, on peut utiliser la notation A_y
x

4 Capacité 1 Déterminer un taux de variation
On considere de nouveau la fonction cofit de production définie dans 'activité 2.
Pour tout réel x appartenanta [0; 20 ona C(x) =1+ x2. Soit h un réel différent de 0 et tel quel+h>0.

1. Démontrer que C(1 + h) — C(1) = 2h + h?.

2. En déduire le taux de variation de la fonction C entre 1 et 1 + h.
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@ Algorithmique 1
Compléter la fonction Python ci-dessous pour qu’elle retourne le taux de variation d’'une fonction £
définie sur R entre lesréelsaeta + h.

def tauxVariation(f, a, h):
if ..., :
return None #calcul impossible
else:
return ..............

2.2 Nombre dérivé en un point d'une fonction

p

) Histod

Histoire 2
Que sont ces fluxions? Les vitesses d'incréments évanouissants, et que sont ces mémes incré-
ments évanouissants ? Ce ne sont ni des quantités infinies, ni des quantités infiniment petites,

ni pourtant rien. Ne pouvons-nous les appeler les fantomes des quantités défuntes?

Berkeley, L'Analyste, 1734, pamphlet contre le calcul différentiel

Définition 2
Soit f une fonction définie sur un intervalle I, @ un réel appartenant a I et k un réel différent de 0 tel que
a+ h appartient a .

+h) -
[ est dérivable en a si fla ’1 f(@ , le taux de variation de f entre a et a + h, tend vers un nombre

lorsque h tend vers 0.

Ce nombre est le nombre dérivé ou dérivée de f en a, il est noté f "(a).

far h;)l —f(@) lorsque h tend vers 0 et on note : }zin(l) fla+ h’)l - f(a)

= f(a) |

C’est la limite de

d
Si y = f(x) on peut utiliser la notation de Leibniz d—z pour la dérivée f’(x) de f en x.

(8 Remarque 1

e Si un colt de production est modélisé par une fonction C : g — C(q), alors le taux de variation
Cym(a) = (Cla+1)—C(a))/1 représente le cotlit de production d’'une unité supplémentaire pour a
unités déja produites. Pour une production continue (en litres ...), si C est dérivable en a alors on
peut prendre la dérivée C'(a) comme approximation du cotit marginal en a, qu’on interpréte comme
le taux de variation instantané du cott de production. Un profit n’est réalisé que si le cotit marginal
est inférieur au prix de vente, un profit est optimal si le prix de vente est égal au cotit marginal.
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e Si la loi horaire d'un mobile est modélisée par une fonction d : t — d(f), la vitesse moyenne du
. . . ... dit+h)-d) . -
mobile entre les instants ¢ et £+ h est donnée par le taux de variation — Si d est dérivable

en a, d'(a) s'interpréte comme la vitesse instantanée du mobile a I'instant a.

g Capacité 2 Déterminer un nombre dérivé a partir de la définition
1. Démontrer que la fonction cotit de production C définie dans 'activité 1 est dérivable en 1 et dé-
terminer son nombre dérivé.

2. Onlance un caillou du haut d'un point. La distance parcourue par le caillou au bout de ¢ secondes
avant de toucher le sol est d(f) = 4,9%.

Calculer la vitesse instantanée du caillou au bout de 2 secondes.

1
3. On considere la fonction f définie sur |—oo; 0[U]0; +oo[0 par f(x) = P

fB+H-f@ 1
h  3B+h)’

a. Démontrer que pour toutréel h > -3, ona

b. La fonction f est-elle dérivable en 3?
4. Soitla fonction f: x— 2x —1 définie sur R.

a. Démontrer que pour tout réel a et pour tout réel i # 0, le taux de variation de f entre a et
a+ hestégala?2.

b. En déduire que la fonction f est dérivable en tout réel a.

2.3 Tangente ala courbe d’'une fonction dérivable

Définition 3

Soit f une fonction définie sur un intervalle I, soit a un réel appartenant a I et 4 un réel non nul tel que
a+ h appartient al.

On considere les points A(a; f(a)) et My, (a+ h; f(a+ h)) de la courbe € dans un repére du plan.

Si f estdérivable en a, lorsque h tend vers 0, les sécantes (AM},) a € tendent vers une position limite qui
est la droite passant par le point A(a; f(a)) et de coefficient directeur f'(a).

Cette droite, « limite des sécantes », est appelée tangente a € enA(a; f(a)).

' e L. 2

Propriété 1
Soit f une fonction dérivable en a, une équation réduite de la tangente a la courbe de f au point d’abscisse
aest:

y=f'(a)(x—a)+ f(a)
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g Capacité 3 Déterminer une équation de tangente

| Déterminer une équation de la tangente au point d’abscisse 1 a la courbe de la fonction cofit de produc-
tion C définie dans 'activité 1.

g Capacité 4 Déterminer graphiquement un nombre dérivé et une équation de tangente

y /,’ “‘ Tg:y=—-4x+9
]1] 1 /I .
_____________________ T A
. /10 1
T 0,5 >
2
A
T, Y

Sur le graphique précédent, on a représenté la courbe € de la fonction f définie sur [-2; 4] par f(x) =
2
X" +2x.

On admet que f est dérivable en -1, 0, 1, 2 et 3 et on a tracé les tangentes a € :

e Tyaupoint C(1; 1); * Ty aupoint D (2;0);

e T_; aupoint A(-1; -3); e T3 aupoint E (3; -3);
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. Avec les éléments présents sur le graphique, déterminer les nombres dérivés f "(D), f "-1), f '(2) et
f '(3) puis les équations réduites des tangentes T1, T_;, T et Ts.

f-f0)

2. Soit hunréel non nul, vérifier que N = —h+2, faire tendre h vers 0 et en déduire le nombre

dérivé de f en 0.

3. Représenter graphiquement la tangente Tp a €y au point O(0; 0) et déterminer son équation ré-
duite.

g Capacité 5 Tangente a une droite

On considere la fonction f : x — 2x — 1 définie sur R. Dans la capacité 2, on a démontré que pour tout
réel a, [ est dérivable en a et que f'(a) = 2.

1. Pour tout réel a, déterminer une équation de la tangente au point d’abscisse a a la courbe de f
dans un repere du plan.

2. Ce résultat vous surprend-il ?

2.4 Dérivabilité des fonctions valeur absolue et racine carré

Propriété 2

La fonction valeur absolue est définie sur R par T

) xsix>0 X=X
X)) =
—xsix<0

Pour tout réel x, la valeur absolue de x est notée | X |

~

La fonction valeur absolue n’est pas dérivable en 0.

/O Démonstration
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@ Algorithmique 2
V5+h-v5 _ 1
h V5+h+v5

Faire tendre h vers 0 et en déduire que la fonction racine carrée est dérivable en 5.

1. Démontrer que pour tout réel 7 > —4, on a

2. Compléter le programme Python ci-dessous pour qu'il affiche les taux de variation de entre V0 + h
et V0 pour h prenant des valeurs 10~* avec k variantentre 1 et 9 :

from math import sqrt

for k in range(1 , 10):
h = 10 ** -k
print("h=", h, "taux(h)=", ... .. . )

- J

3. Apres exécution, on obtient ces résultats :

h= 0.1 taux(h)= 3.162277660168379
h= 0.01 taux(h)= 10.0

h= 1e-08 taux(h)= 10000.0

h= 1e-09 taux(h)= 31622.776601683792

Quelle conjecture peut-on faire sur la dérivabilité de la fonction racine carrée en 0?

’ ° 2,2
Proprieté 3
x—{Vx
Pour tout réel x > 0, la racine carré de x est 'unique réel positif noté —
VX tel que (\/})2 = X.
La fonction racine carré est définie sur [0; +oo[ par f(x) = Vx.
O 4
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