n

i Calcul intégral, correction de la fiche d’exercices. SpéMaths

Les corrigés des exercices 1 a 11 ont été générés par Chat GPT 03-mini et retouchés par mes soins (ajustement
plus ou moins important de la rédaction et vérification des calculs qui globalement étaient justes). Ce n'est donc
pas le produit direct d’'une IA générative. Il y a un raffinement (requétes secondaires pour préciser) et un post-
traitement. Les corrigés des exercices 12f a 14 sont des copies de ceux disponibles sur le site de 'APMEP dont je
suis adhérent.

Exercice 1 Intégrale d'une fonction usuelle A

Calculer les intégrales suivantes en déterminant d’abord une primitive, puis en présentant le résultat selon :

b
/ fdx = [F(x)]z = F(b) - F(a) = (valeur exacte)

2
1. / mdx
0

Solution:

2 2
/ ndx = [ﬂx]o =agx2-mwx0 = 2m.

(=]

Solution
3 2 2
x°13 3 9
/xdx: —] =—-0==
0 210" 2 2
1
3. / x* dx
0
Solution :
1 3
x°11 1 1
/xzdx:[—] =—-—=0= -
0 3lo” 3 3
4
1
4 —dx
1 VX
Solution :

4 4
/ V2 gy = [2\/}]1 =2V4-2V1=4-2=2.
1

5. / In(x) dx
1

Solution:

Une primitive de In(x) est xIn(x) — x.

/Ieln(x)dx = [xln(x)—x]j = [e.l—e] - [1.0_1] —0-(-1) = 1.

T
6. / cos(x) dx
0

Solution:

b/
/ cos(x)dx = [sin(x)]z = sin(w) —sin(0) = 0—-0 = 0.
0
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b/
7. / sin(x) dx
0

Solution :

/ sin(x)dx = [—cos(x)]n = [—COS(]I)] — [—cos(O)] =—-(-1-(-1=1+1=2.
0 0
1

8. / e “dx

-1

Solution :
-1 -1 e'

Exercice 2 [Intégrales avec parametres w

Soit n e N avec n = 2. Exprimer en fonction de 7 les intégrales

1 21
I, = t"dr et = — dr.
. / T /Mn

Pour I, :
Ona: . . X X
I,,:/ t"dr = = -0 = .
0 n+llo n+1 n+1
Pour J/,;:
On écrit

2 1 2
= —d[: t_ndt
n= )

t—n+1
Pour n # 1, une primitive est . Ainsi,
-n+1
2 1-n 1-n 1-n
t 2 2701 1-2
/ t‘”dt:[ ] = = :
1 1-nl1 1-n n-1

Exercice 3 Intégrale d’une somme W

Calculer les intégrales suivantes en déterminant d’abord une primitive.

1

1. / 3x>—5x+1dx

-2
Solution :

Une primitive de 3x*> —5x + 1 est
5
F(x)=x°- §x2+x.
Ainsi,

/_:(3x2_5x+1)dx = [F(x)]iz = [1‘2“]—[(—8)—;4—2 _ _%_(_20) _ %
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3x4

—+-dx
o 3 2

Solution :

Une primitive est

x5

Fx) +2
X)=— —.
15" 2

Donc,

/3(%4+%)dx = [F(x)]z = i)—5+§—0 = §+§ = E+§ = E
0

5 2 15 2 5 2 10

1
. / et +e 2 gy
0

Solution :

Primitive du premier terme e** :
1

C'est —e**
4

Primitive du second terme e 2*"! ;

On écrit e 2**! = ele ¥, et ainsi une primitive est :
1 _
e[__e Zx]
2
On obtient donc:
1 1 e 1
(e4x + e—2x+1)dx — _e4x _ _e—2x .
0 4 2 0

En évaluant aux bornes, on obtient :

| (et e ax = [S-Le2)-[ 2]

/42+1+4dx
.1\/} x2 x3

Solution :
Ona:

Calculons aux bornes :
2 1 1 661

1 1
epourx=4:4V4---2(42)=8—--—- "~ =g--_—_=__,
P 4 4 4 16 4 8 8

epourx=1:4—-1-2=1.

La différence donne :

Exercice 4 Intégrale d’'une somme PAGA
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1.

(Question 1) Soit
2 2 2 2
I:/ 2tdt+/ 3¢ dt+/ 4¢3 dt+...+/ (n+1)¢"dt.
0 0 0 0
Solution :
Pour tout entier k € {1,...,n}, la K'®™ intégrale est
2 k+1
/ (k+1)tfdt = (k+1) = 2k+,
0 k+1lo
Ainsi,
n
=Y 2l =0240% 4 42t
k=1
Cette somme des termes consécutifs d'une suite géométrique se calcule par :
2" -1
I=4 = 4(2"-1).
2-1
3.4
) X
(Question 2) —+—dx
o 3 2
Etape 1 : On écrit l'intégrale :
3 44
| (G+3)ax
o '3
Etape 2 : Une primitive est :
5
X
Fx)=—+—
(%) 15 2
Etape 3 : On évalue aux bornes :
3 (3> 3) (0° 0O
[F(x)] == +2]-|=+2].
0 15 2 15 2
Etape 4 : Calcul final :
243 3 _8l 3_162+15 177
15 2 5 2 10  10°
1
(Question 3) / et e qy
0

Etape 1 : Ecrire 'intégrale comme somme de deux:

1 1
/ e dx + / e > ldx.
0 0

Etape 2 : Trouver les primitives :

4x
4x . o, €
e Pour e™ : une primitive est T

—2x+1 —2x+1 — 2

* Poure : on remarque que e ee 2 et une primitive de e~

. e _
mitive est —Ee 2x,

L o nes .
T est -3¢ 2X_ Ainsi, une pri-
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Etape 3 : Evaluer aux bornes :

et

Etape 4 : La valeur exacte de l'intégrale est donc

1 4
e *—1 e

/ et +e Pl dx = + —(l—e‘z).
0 2

4
(Question 4) / — + S+t= dx
X

On calcule une primitive de chaque terme :

Premier terme :
2 I
— a pour primitive 2 x 2y/x

VX

1 1
2 a pour primitive — <

Second terme:

Etape 3 : Troisieme terme :

4 1
— =4x73 a pour primitive 4 x ——x
x3 pourp -3+1

Etape 4 : Evaluer aux bornes x =4 et x=1:

4
2 1 2
2 12 gx=fava-Loox?) = Frw-Fa
v R L C "= Fa-Fay
Orona
2 1 1 61
F4)=4-2---—=8----=—¢etF(1)=4-1-2=1.
16 4 8 8
D’ou,
/4 2 1,4 61 _61-8 53
L Vx x2x8 8 8 8
Exercice 5 Intégrale d’'une dérivée de fonction composée PAG A
X
dx
Vx2+1
Solution :

Remarquons que la dérivée de x* + 1 est 2x. Ainsi, en posant u(x) = x*+1,ona:

X 1 u'(x)
— de primitive — | 2+/ u(x)
2l 2vam b 1 |=Vea

Par conséquent,

x 2
mdx = [\/xz+1]1 =v5-V2.
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1
2. / rel” dr
0

Solution :
En posant u(t) = 12, alors u'(t) = 2t, donc une primitive de :

1 1 1
te’” = Eu'(t)e”(” de primitive Ee”m = Eetz.
Ainsi,
1 1 1
/ tetzdt = [—etz] =—-e——=—(e-1)
0 0o 2 2

4
2t+1
[ 2,
4 +r+1

Solution :
On remarque que la dérivée de t* + £+ 1 est 2¢ + 1. Donc,
2t+1
——— de primitive ln‘ P +t+ 1‘ .
P+r+1
Ainsi,

4 o+l 4
/ 2—+dt _ [ln’t2+t+1H = In21) - In@3) = In(?).
-2 [ +t+1 -2

2

€1
4, / “In3(x) dx
1 X

Solution:

1
En posant u = In(x) (donc u/(x) = ;), on obtient :

ut(x)

1
—In®(x) = u'(x)u®(x) de primitive
X

Ainsi, ,

“1 In* 2 (24 16
/ “In¥(x)dx = [n(x)]e :Q—O:—:4_
. X 4 I 4 4

v
2 2
5./ 2tcos(t”) dt
0

Solution :
Avec u(t) = 1%, u'(t) = 2t, donc 21 cos(#?) = ' () cos(u(t)) de primitive sin(u(t)) = sin(#?) et donc :
NG
V2 V2

/72tcos(tz)dt - [sin(tz)]\/; — sin(/4) —sin(0) = Y2 -0 = Y=
0 0 2 2

(SE]

+
6. / sin(x) cos?(x) dx

Solution :
. ) 2 P L T Voo oz
Il y avait une typo dans I'énoncé, la borne supérieure est 5 sinon I'intégrale vaut 0.

1 1
En posant u(x) = cos(x) on a sin(x) cos?(x) = —u/(x) u?(x) dont une primitive est 3 u(x) = 3 cos’ ().
On a donc en utilisant que cos(/2) =0 et cos(—m/2) =0:

/2
1 2 1 1
/ sin(x) cosz(x) dx = [——coss(x)]n = ——cos3(n/2)—(——cos3(—n/2)) =0-0=0
—/2 3 —m/2 3 3
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Exercice 6 Intégrales avec parametres W

Soit n = 2. Exprimer en fonction de n les intégrales

3 In@  o-x
I, = cos(f)sin” (1) dr et = R
n /0 () (1) In /0 =

Pour I, :
En posant u = sin(#), /() = cos(f) et les bornes u(0) =0, u(/2) = 1, on obtient :

. /71’/2 un(t)dt ~ un+1(l.)]n/2 ~ 1
S n+1 lo n+l’
Pour J/,;:
e " u'(x)
Posons u(x) =e *+1, alors ' (x) = —e”* donc =- = —u'(x)u""(x) qui admet pour primitive
1 (x) 1 (x) 11" 0 (x) (Xu "(x) q pour p
_—u—n+1(x) — —u—l’l‘f'l(x)'
-n+1 n—1 In@)
n u'(x
0 u(x)
Puis, avec la primitive on a :
1 In@)  (4/3)17n-21-"
Jn = |—um ] = .
l1-n 0 n-1

Exercice 7 Calcul d’'une intégrale par décomposition PAG A

2

X
1. a) ——dx
1 x+1

Méthode : On écrit x = (x+ 1) — 1, ainsi

Solution :

2 2 2
X 1
—dx:/ ldx - ——dx
1 x+1 1 1 x+1

_ [x]j - [1n|x+ 1|]i = 2-1)-(In3-1n2) = 1—1n(§).

In@) .2
Xc—=2x
b) dx
X 2
0 et+x

Méthode suggérée : Ecrire numérateur = (e + x?) — (2x +e¥) afin de décomposer la fraction en une
somme de deux termes facilement intégrables.
Solution :

Ona:

x2-2x 2x +e*

er + x2 er+ x2°
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In2 X2 —2x In2 In2 2x +e*
Sdx = [x] - Sdx.
o €eY+x 0 0o €e'+x

On constate que la dérivée du dénominateur e + x* est 2x + e*. Par conséquent,

2x+e*
/—dx = In
e* + x?

Ainsi,

ex+x2).

D’ot,

In2 _2

X°—2x In2

/ >dx =In2 - [ln(ex+x2)] )
0o €*+x 0

2. a) Déterminer a et b tels que pour tout £ € R\ {0, -1},

1 a b

= —+ :
t(t+1) t t+1

Ona
a b 3 a(t+1)+ bt

+ =
rot+1 t(t+1)
Pour que cette identité soit vraie, il faut :

a(t+1)+bt=1 pourtout .
Ainsi, en identifiant les coefficients, on obtient :

(a+b)t+a=1.

a+b=0,
a=1.

S|
/ dr
g t(t+1)

4 1 4 1 1 4

/ dt:/ (———)dt: [ln|t|—1n|t+1|] :

3 tt+1) s Ut r+1 3
16

4
1
/ dt = [(ln4—ln5)—(ln3—ln4)] =2In4-In5-1n3 = ln(—).
3 t(t+1) 15

Ce qui donne le systeme

Doua=1etb=-1.

b) En déduire le calcul de

On adonc:

Ainsi,

Exercice 8 Simple intégration par parties PAGA

Pour chacune des intégrales suivantes on applique la formule d’intégration par parties :

b b b
/ ux)v'(x)dx = [u(x)v(x)] —/ u(x)vx)dx.
a a

a

1
1) Exemple:/ te’ dt
0
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Identification : Choisissons
u)=t et v()=e’,

ainsi u'(f) =1 et v(t) = e'.

Application :

I:/lte"dt:[tet]l—/ll-etdt.
0 0 Jo
I= (l-el—O)—[et];:e—(e—l):l.

e
2) Exemple: / tin(z) dt
1

Identification : Choisissons
ult)=In(t) et vV()=t,

1
donc u'(¢) = - et v(t) = —

Application :

€ l-2 el t_z
I:/ tln(t)dt:[ln(t)-—]e_/ L2
1 211 1 r 2

r? e 1 [° r? e 1rt2qe
1= S| -= [ tde=|>m@| -5|=|
2 1 2/, 2 1 2l2h
Apres évaluation et simplification, on trouve la valeur exacte.

In(¢
3) Exemple : / yd
1

Identification : Choisissons
u®)=In(t) et vV(t)=—=

1
donc u/'(1) = —etune primitive de v' (1) est v(f) = ——

I e [e
1:/1 ﬂdr_[l (r)(——)]l—/l %(—%)dt.
I- ln(ﬂ (/1——d _ _EHEZ [__]

On évalue ensuite chaque terme pour obtenir la valeur exacte.

Application :

Exercice9 Double intégration par parties W W

Pour chacune des intégrales suivantes on applique deux fois la formule d’intégration par parties :

b b b
/ uX)v'(x)dx = [u(x)v(x)] —/ u () vx)dx.
a a a
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1.

Nous voulons calculer

1
/ r*eldt.
0

wu)=tr> et V) =e',

Premiere intégration par parties :

Identification : Choisissons

dou u'(t) =2tetv(t) =e’.
Application :

1 1 1
/ tzetdt:[tzet] —/ 2reldr.
0 0 Jo

1
Deuxiéme intégration par parties sur / 2teldt:
0

Identification : Choisissons
u(t) =2t et v'(r)=et,

alors u/(f) =2 et v(t) =e’.

Application :

1 ] 1
/Zte[dt:[ZIet] —/ 2eldt.
0 0 Jo

L'intégrale restante s’évalue directement. Finalement, en remontant les étapes,

1
/ tzetdt:e—(Ze—Z):Z—e.
0

Soit . .
I:/2 elcos(t)dr et ]:/2 elsin(t)dt.
0 0

Premiere intégration par parties sur [ :
Identification : Choisissons

u(t)=cos(t) et v'(t)=e,
d’ol1 /(1) = —sin(t) et v(t) = €’.

Application :

b/

SANIE]

1 3
I= [cos(t)et] ¢ —/ —sin(t)e’ dt = [cos(t)e[]
0 Jo
Comme cos(g) =0etcos(0) =1, on obtient:
I=—e"+J=-1+].

Ensuite, pour J :
Identification : Choisissons
u(t) =sin(t) et v'(r)=e’,
donc u/(t) = cos(t) et v(t) =e’.
Application :

b/

J= [sin(t)et]j —/2 cos(t)eldt.
0

+ /2 elsin(t)dt.
0
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T
Puisque sin(E) =1etsin(0) =0,
] — en/Z _ I
En combinant :
Onal=-1+Jet]J=¢e"?-1. Ainsi,

I=-1+@"?-1) = 2I=¢"%-1,

et J= .
2 2

Exercice 10 Linéarité de l'intégrale et inégalités PR

On considere la suite {v,,} définie pour tout entier naturel n par

1 e nx
vn:/ —dx.
0 l+e

1) (a) Montrer que vy + v = 1.

Etape 1 - Ecriture de v et v, :

1 1 —-X
1 e
) :/ —dx, n :/ —dx.
0 l+e 0 l+e

Etape 2 —Identification de la relation : Pour tout x € [0, 1],

1 . e ¥ l+e™*
1+e™* 1+e* 1+e*

1
v0+v1:/ ldx.
0

1
/ ldx=1.
0

1
1) (b) Calcul de v; et déduction de vy =1In (;)

1 e ¥
= dx.
0 l1+e*

Etape 2 - identification d’une primitive de dérivée de fonction composée
e U

l+e™*  u(x)’

Une primitive est —In(| u(x)|) = —=In(1 + &™) car u(x) > 0.

Etape 3 - Intégration sur [0,1] :

Etape 4 - Conclusion :

Donc, vg+v; =1.

Etape 1 - Ecriture de v; :

Posons u(x) =1+e *.Ona u'(x) =—e * donc
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Etape 3 : calcul de I'intégrale v; On en déduit que :

1 -X 1 2 2
/ © dx = [—ln(l +e_x)] =1n(2) —ln(l +e_1) = ln( ) = ln(—e).
o 1+e* 0 1+e! e+l

Etape 4 : Calcul de vy

Puisque vp+ v; =1 etennotant 1 =In(e), ona:

e+1
2

e(e+1)
2e

vozln(e)—ln( 2e ):ln(
e+1

2) Montrer que pour tout entier naturel 7, on a v, = 0.

Etape 1 — Observation : Pourtout x€ [0,1] etneN,e ™ =0et1+e * > 0.

—nx

>0etdonc v, =0.

p e
Etape 2 - Conclusion : Ainsi, 'intégrande Too= 2
e

3) (a) Montrer que pour tout entier 2 > 1,

Etape 1 -Ecriturede v,,41 + vy, :

le—(n+Dx 1 e X
vn+1+vn:/ —dx+/ dx.
0 l+e* 0 l+e™*

Etape 2 — Regroupement : Factorisons e”"* dans le numérateur :

1 e_”x(e_x + 1)
Upel+ Uy = — dx.
" " /0 1+e™*

Etape 3 — Simplification :
1
Ups1+Up= / e dx.
0

Etape 4 - Calcul de P'intégrale :

1 -nx11 -n
e l1-e
/ e "dx= =
0 —n o n
3) (b) En déduire que pour tout entier n > 1,
1-e™"
n

Etape 1 -Remarque : Puisque v,+1 =0,0na v, + vy41 = vy

P 1—-e™"
Etape 2 - Conclusion : D’ou, avec vy, + v, = ,
n
1-e™”
n
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4) Déterminer la limite de la suite {v,,}.

Etape 1 - Encadrement :

1-e™"

O<sv, =<
n

1—-e™"

Etape 2 - Limite de la borne supérieure : lim =0.

n—oo n

Etape 3 - Application du théoréme des gendarmes : Par encadrement, lim v, = 0.
n—oo

Exercice 11 Suite d’intégrale W

Déterminer le sens de variation de chacune des suites d’intégrales définies pour tout entier n >0 :

n 1 1
1 = 1
1. In=/ In(x) dx. 2. ]n:/ dt. 3. K"O 4, Ln:/ dx
1 o 1+1t" / 1 d o l+enx
X.

| T+enx

n
1) Etude de I, :/ In(x) dx.
1

Ftape 1 — Expression de la différence I,,,1 — I, :
On a, par la propriété de Chasles,

n+1 n n+l1
In+1—In:/ ln(x)dx—/ ln(x)dx:/ In(x)dx.
1 1 n

Etape 2 - Analyse de l'intégrande sur 1,1+ 1] :
Pour tout n=1 et pour x€ [n,n+1],ona x =1 donc In(x) =In(1) =0.

Etape 3 - Conclusion sur la différence :
Ainsi,

n+1
In+1—In:/ In(x)dx=0.
n

Etape 4 - Conclusion sur la suite :
La suite (I,,) est donc croissante.

1
2) Ftudede J,, =

Etape 1 - Comparaison des intégrandes pour net n+1:
Soit £ € [0,1]. Pour n=0 et ¢ < 1, on remarque que A
petite). Ainsi,

1

tn+1 > )
L+l 7 14

1+ <1+t" donc

Etape 2 — Passage a I'intégrale :
On en déduit par croissance de l'intégrale :

L | L |
= —dtZ dt: .
Jn /0 1+ ¢+l /0 PTL

< t" (puisque I'exposant plus élevé rend la valeur plus
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Etape 3 - Conclusion sur la suite :
La suite (J;) est croissante.

dx.

0
_ 1
3) Etudede K, = /
-1 1+elX

Etape 1 — Comparaison des intégrandes pour netn+1:

Pourn=0ettout—-1<x<0Oona:
(n+1)x < nx donc e V¥ L e par croissance de I'exponentielle.
On en déduit par décroissance de la fonction inverse que :

1 1
1+enx = 1 +en+x

Ftape 2 — Passage a I'intégrale :
Par croissance de I'intégrale, on en déduit que :

o 1 0 1
Kn:/—1 1+e"xdx</_1 1+e("+1)xdx:Kn+l'

Etape 3 — Conclusion sur la suite :
La suite (K},) est croissante.

1
4) Ftudede L, = /
o 1+e™*

Etape 1 - Comparaison des intégrandes :

Pourn=0ettout0<x<1lona:
x < (n+1)x donc &* < e™*V* par croissance de 'exponentielle.
On en déduit par décroissance de la fonction inverse que :

1 < 1
1+en+hx = 1 4 enx

Etape 2 - Passage a P'intégrale :
Par croissance de 'intégrale, on en déduit que :

! 1 |
L"“:/O m‘”% Lo X =ln

Etape 3 — Conclusion sur la suite :
La suite {L,} est décroissante.

Exercice 12  Calcul de volume < <

Meétropole Septembre 2024 1.

1. a. Pourtoutréel x,onae*>0,etsixe[-1;1],onal—x’ > 0.
Donc pour tout x de [-1; 1],0ona f(x) > 0.
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1
b. SoitI:/ flox.
-1

On pose u(x) =1 -x% et v'(x) = e*. Donc u'(x) = —2x et v(x) = e*.
b b
ux)v'(x)x = [u(x)v(x)]Z—/ u' () v(x)x.

a

Par intégration par parties : /

a

1 1 1
Donc I = [(l—xz)ex]l_l—/ (—2x)exz<:0+2/ xex)g:Z/ xe*x
-1 _ —

1 1

2. Le volume 7 de chocolat, en cm?3, nécessaire a la fabrication d'un bonbon est donné par: 7 =3 x Sou S
est 'aire, en cm?, de la surface colorée.

1
On calcule / xe*x par une intégration par parties.
-1

On pose u(x) = x et v'(x) = e*. Donc /(x) = 1 et v(x) = e”.

1
int',xe*x = [xex]l_1 —/ 1xe'x= [xex]l_1 — [ex]l_1 =[1e' - (Ve '] - [e' —e7!]

1

—et+e l—e+et=2e7!

1 1
Donc S = / flox= 2/ xe*x=4e”!.
-1 —

1
¥ =3xS=12e ' donc¥ ~4,4 cm>.

Exercice 13  Encadrement d'une aire 3 <

Meétropole juin 2024 ] 1.

1. En posant u(x) = x* +1 et avec u/(x) = 2x, on obtient :
/

u X
[ln(u)]’ = — donc [In(x* + 1)], =27 etdonc:
u X
2x ¥+1-2x (x=1)7%
our tout nombre réel x, f'(x)=1— = = .
p Fe x2+1 x2+1 x2+1

Pour tout réel x, on a x*> > 0donc x> +1>1donc x> +1 >0.
Comme (x —1)? > 0 quel que soit x € R, on a par quotient f '(x) > 0:la fonction f est croissante sur R.

f est croissante sur [0 ; +oo[, donc, pour tout x > 0, f(x) = f(0).
Or f(0) =0donc f(x) >0sur [0; +ool.

4
2. Soitl'intégrale: I = / f(x)dx.
2

f étant positive sur R* I'est sur I'intervalle [2; 4], donc I est égale (en unités d’aire) a I'aire de la surface
limitée par la représentation graphique de f, I'axe des abscisses et les droites verticales d’équations
x=2etx=4.

3. On admet dans cette question que, pour tout nombre réel x € [2; 4], on a '’encadrement : 0,5x -1 <
f(x) <0,25x+0,25.

Sur l'intervalle [2; 4], 'intégration conserve I'ordre donc :
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4 4 4
0,5x—1< f(x) <0,25x+0,25 donc/ (0,5x—1))_<</ f(x)xg/ (0,25x +0,25)x
2 2 2

4

<I<
2

1 1
donc4-4-(1-2)<I<2+1- §+§

2 4

——x

2

X
donc ry +0,25x

2

doncl1<I<2

Exercice 14 Amérique du Nord J1 mai 2024 W

T T
I, = / e sin(x)dx, J,= / e ™ cos(x)dx.
0 0

T 8
1. I():/ lxsin(x)dx:/ sin(x) dx = [-cosx]§ = —cosm —(—cos0) =1+1=2.
0 0

2. a. Onsaitque0 < x<7=>0<sinx<1=>0<e " sin(x) < e "™ par produit par e”"* > 0 : la fonction

a intégrer étant positive et I'intervalle d’intégration étant croissant on sait que l'intégrale de cette
fonction positive est positive. Quel que soit n €N, I, > 0.

b/ T
b. Pour neN, I,;1—-1,= / e~ " D¥gin(x) dx—/ e~ " gin(x)dx =
0 0

V4
/ sinx [e”"*D¥ — e~ ("] dx par linéarité de I'intégrale, puis
0

b4
Ins1—1I =/ sinxe” " [e™* - 1] dx.
0

Soit u la fonction définie sur [0 ; 7] par u(x) =e * —1.

u est dérivable sur [0 ; 7] et sur cet intervalle ' (x) = —e™* < 0. La fonction u est donc décroissante
dee®-1=0ae"-1=-0,957.

Comme sinxe™ " > 0 et e* - 1 < 0, la fonction a intégrer dans I,,.1 — I,, est négative et donc
In+1 - In < 0.

c. On vient de démontrer que I,4+1 — I, <0 < I, < I, C'est-a-dire que la suite (I;) est décrois-
sante; étant minorée par zéro elle converge donc vers une limite £ > 0.

3. a Onadéjavuquequed<x<nt=>0<sinx<1>0<e " sin(x) <e ™, donc par intégration sur
I'intervalle [0 ; +m] on obtient

T T
/ deé[ng/ e " dx.
0 0

T
Ing/ e dx.
0

1 T T
b. Une primitive de e”"“est —e~ ", donc pour n > 1, / e dx=|—e ™| =——[e"-¢% =
- 0 —n 0
1, _ 1-e "
n n
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c. Onsaitque lim e =0,donc lim 1-e ™ =1etenfin lim —— =0.
n—-+oo n—-+oo n—-+oo n

D’apres le théoreme des « gendarmes » la suite (I,;) a pour limite 0.

4. a.  IPP1Onpose:

—nx

ux)=e v'(x) =sinx
u'(x)=-ne ™ v(x)=-cosx
/A
Onadonc I, = [-e ™ cos x| —/ ne ™ cosxdx=e " +1-nj,=
0
1+e ™ —nj,.

o [PP2 On pose:

u(x)=sinx v'(x)=e ™

1
u(x)=cosx v(x)=—e ™

I .
Onadonc I, = |—e ™sinx
-n

0 —n n

b. En égalant les deux valeurs de I, trouvées on obtient :

1 1
l+e ™ —-njJ,=—J, 1+e_””:]n(n+—)
n n

n?+1

<:>]n( ):1+e_””<=>]n: x[1+e”

n nn]
n%+1
, . 1 .
En, reportant dans I'’expression I, = —J,,, on obtient finalement :
n

1 n 1+e™ 7
I, =— x X 1+e_nﬂ =
"Tn o2+l [ ] n2+1

5. On souhaite obtenir le rang n a partir duquel la suite (/,;) devient inférieure a 0,1.

Recopier et compléter la cinquieme ligne du script Python ci-dessous avec la commande

from math import *
def seuil() :
n=0
I=2
whileI >=0.1:
n=n+1l
[=(1+exp(-n*pi))/ (n*n+1)
return n

RO NGk W~
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