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Les corrigés des exercices 1 a 3 ont été générés par Chat GPT 03-mini et retouchés par mes soins. Les corrigés
des exercices 4, 5 et 6 sont des copies de ceux disponibles sur le site de 'APMEP dont je suis adhérent.

Préambule

Les solutions ci-dessous détaillent les démarches a suivre pour résoudre chacun des exercices de la fiche.
Rappel: pour déterminer|’équation d'un plan connaissant un vecteur normal ; (a, b, c) etun point A(x4,ya,z4),
on part de I'’équation générale

ax+by+cz+d=0.

Le parametre d se calcule en imposant que A appartienne au plan, c’est-a-dire

d=—(axag+bys+czy).

Exercice 1 FEquation cartésienne de plan 7w

1. Etude de la perpendicularité de plans. On considére les plans
Pr:x+y+2z+3=0, P:2x—y+5=0, HP3:x-2y+z-3=0.
Pour chaque plan, le vecteur normal, noté ;, est constitué des coefficients des variables.
e Pour &7, n_f =(1,1,1).

e Pour &, I’l_z) =(2,-1,0).
e Pour %, I’l_g) =(1,-2,1).

a. Pour &, et ,, on calcule

—

N 1o =1x241x(—1)+1x0=2-1+0=1#0.

donc &7 et 2%, ne sont pas perpendiculaires.

b. Pour &, et &3, R
n cng =1x1+1x(-2)+1x1=1-2+1=0.

donc &, et 275 sont perpendiculaires.

c. Pour &%, et &3, .
ny -n3 =2x1+(-1)x(-2)+0x1=24+2+0=4#0.

donc 22, et 223 ne sont pas perpendiculaires.

2. Equation d’un plan a partir d’'un point et d'un vecteur normal. Rappelons que I'équation d’un plan
dont le vecteur normal est n (a, b, ¢) et qui passe par A(xa, ya,z4) est de la forme

ax+by+cz+d=0 avec d=—(axa+bys+cza).
a. Pour A(2,5,6) et 11 (2,—1,2), ona:
d=—02x2+(-1)x5+2x6)=—(4—-5+12)=-11.

L'équation du plan est donc
2x—y+2z-11=0.

2x—y+2z-11=0.
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b. Pour A(1,-2,3) et ;(2,—1,2), on calcule:
d=—02x1+ (-1 x(-2)+2x3)=—2+2+6) =—

L'équation du plan est
2x—y+2z-10=0,

—-y+2z-10=0.

c. Pour A(2,—4,5) et ;(5, 6,0), on trouve :
d=—056x2+6x(-4)+0x5)=—(10—-24+0) = 14.

L'équation s’écrit donc
5x+6y+14=0,

5x+6y+14=0.

3. Plan passant par un point et dirigé par deux vecteurs. Pour déterminer I'’équation du plan passant par

A(1,2,-3) et dirigé par les vecteurs u et v on commence par trouver un vecteur normal n (a,b,c) tel
que

—_ —

Z-E:O et n-v =0.
(i) Pour ;(4,2, -2) et ;(0, 4,2), le systeme est

4a+2b-2c=0,
4b+2c=0.

De la deuxieme équation, ¢ = —2b. Puis, la premiére donne
3
4a+2b-2(-2b)=4a+6b=0 donc a= _Eb'
En choisissant b = 2, on obtient a = —3 et ¢ = —4, donc ;(—3,2, —4). Calculons
—h—3x1y+2g)+(—@(—m]:-4—3+4+12y:—

Léquation du plan est alors
-3x+2y—-4z-13=0,

\—3x+2y—4z—13:0.

(ii) Pour ;(4, 1,-5) et ;(2, —2,-5), on a le systeme

4a+b-5c=0,
2a—2b-5c=0.

Exprimons b = 5¢ —4a, puis en substituant dans la deuxieme équation,

3
2a—-2(5c—4a)—-5¢=10a—15¢=0 donc a= EC'
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3 —
Alors, b=5c—-4 (5 c) = —c. En choisissant ¢ = 2, on trouve n (3,—-2,2). Le calcul de d donne :

d= —[3(1) +(=2)(2) +2(—3)] =—-@3-4-6)=7.

L'équation du plan est donc
3x-2y+2z+7=0,

13x—2y+22+7=0.]

(iii) Pour ;(2,3, 1) et ;(4, 8,3), le systeme devient
2a+3b+c=0,
{4a+8b+3c:0
En multipliant la premiére équation par 2, on obtient
4a+6b+2c=0.

La soustraction donne 2b+c¢=0 donc c¢=—-2b. Ensuite, la premiére équation devient

2a+3b-2b=2a+b=0 donc a:—g.

En choisissant b=2,0ona a= -1 et c=—4, donc ;(—1,2, —4). Calcul de d :
d=—|(-1)Q)+2@2) + (-4)(-3)| = —(-1+4+12) = —15.
L'équation s’écrit ainsi
-x+2y—4z-15=0.
En multipliant par —1 pour une écriture plus usuelle, on obtient

xX—2y+4z+15=0.

x—-2y+4z+15=0.

4. Plan passant par trois points. On cherche une équation du plan de la forme
ax+by+cz+d=0,

passant par
A(l’o) 1)} B(2>_1)O)y C(3> _2’0)-

L'appartenance de ces points donne le systeme

a+0+c+d=0 a=-c—d a=-c—d
2a+(-1)b+d=0 <= 2(—c—d)-b+d=0 —1{2(-c-d)-b+d=0
3a-2b+d=0. 3(—c—d)-2b+d=0. 3(—c—d)-2b+d=0.
a=-c—d a=-d a=—-d
—{c=—(b+d))2 <—={c=0 ~—<{c=0
(b+d)/12=0 b=-d b=a

Ainsi, 'équation du plan s’écrit (avec a #0) :

ax+ay—a=0.
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5. Plan médiateur d'un segment. Soit A(2,1,-3) et B(4,—1,—3). Le plan médiateur du segment [AB] est le
plan qui passe par le milieu I de [AB] et qui est orthogonal a AB .

a. Calcul des coordonnées du milieu I Le milieu I est

2+4 1+(-1) -3+(-3) .
1 , soit 1(3,0,-3).
2 2 2

)

b. Vecteur directeur de AB. .

Ce vecteur est normal au plan médiateur.

c. Calcul de d.
d=—12x3+(-2)x0+0x(-3)| =—6.

L'équation du plan est donc
2x-2y+0-z—-6=0,

ce qui s’écrit apres simplification
x—y-3=0.

Exercice 2 Intersections de plans et de droites AR

Enoncé rappelé : Les questions 1. et 2. sont indépendantes.

1. Intersection d’'une droite et d'un plan. La droite & est définie par le point

A(l,2,-1)
et par le vecteur directeur
u(1,-1,2).
Son paramétrage est
x=1+1,
y=2-1, reR.
z=-1+2t,

Pour déterminer I'intersection avec un plan £, on remplace x, y, z par ces expressions dans I’équation
du plan.

a. Pour?:x+y+2z=8,ona:

1+D)+@2-0+2(-1+28)=1+4z:.

7
En imposant 1+4¢ =8, on obtient ¢ = T Lintersection est
7 7 7 11 1 5
1+4-,2——,-1+2-—|=[=, =, =|.
4 4 4 4 4 2
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b. Pour & :2x -z =4, on remplace :
20+ ) —(-1+2¢t) =3.

Comme 3 # 4, il n’existe pas de solution donc la droite & est parallele au plan.

c. Pour 22:2x— z =3, on obtient :
20+ —-(-1+21) =3.

L'égalité est satisfaite pour tout £, ce qui signifie que la droite 2 est incluse dans le plan.

2. Intersection de deux plans. On montre que les deux plans sont sécants et on caractérise leur droite
d’intersection par un point et un vecteur directeur.

(i) Pour & : x=-1et%,:y =3, onadirectement
x=-1, y=3, zlibre.

Une paramétrisation est :

x=-1,
y=3
z=1t, teR,

avec vecteur directeur (0,0, 1) et point (-1, 3,0).

(ii) Pour & :y+z=1et%,:y=-1, ondéduit y=—1 puis
-1+z=1 donc z=2,

et x est libre. Une paramétrisation est

(iii) Pour & :x+y—-2z=6et%,: y+z =12, on exprime z via
z=12-y,

puis dans & :
xX+y—-2(12-y)=x+4+3y—-24=6 donc x+3y=30.

Enposant y=1f,onax=30-3¢etz=12— ¢. La droite d'intersection est paramétrée par
(x,9,2)=(30-3¢,¢,12—1), teR.
(iv) Pour & :x+y—-2z=6et%,:x—y+z=12, on additionne les deux équations :
(x+y—-22)+(x—y+2z)=2x—-2z=18 donc z=2x-18.
En remplacant dans la deuxiéme équation,
x—y+@2x-18)=12 donc 3x—y=30 donc y=3x-30.

En posant x = ¢, on obtient :
y=3r-30, z=2t-18.

La droite d’intersection est alors donnée par

(x,y,2) =(£,3t—-30,2¢-18), teR.
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Exercice 3 Equation d'une spheére A

Enoncé rappelé : Justifier qu'une équation de la sphere de centre Q(1; 2; 3) et de rayon 7 est :
x>+ y?+2°—2x—4y—62=35.

L'équation d'une sphere de centre Q(a, b, ¢) et de rayon R est
(x-a@)*+(y-b*+(z-0)=R%.

Pour Q(1,2,3) et R=7,0ona:
(x=1%+(y-2)%+(z2-3)* =49.

En développant,
X -2X+1+ Y -4y +4+2°—62+9=x"+y* + 2> —2x—4y—62+ 14 =49.

En soustrayant 14,
x>+ y*+2°—2x—-4y—62=35.

Exercice4 Métropole mars 2023 ]2 PG ARG

2
1. a. D’apresl’équationde &7, n; | 1 | en estun vecteur normal.
-1
b. On calcule le produit scalaire n_l)E =2x1-1x1-1x1 :Odoncn_l)J_E
Donc 22, et 2, sont perpendiculaires

2. a. D’apres 17{, une équation cartésienne de &%, est de la forme x— y+z+d =0.
OrB(1;1;2)e%? <— 1-14+2+d=0 < d=-2.
Donc une équation cartésienne de % est x—y+z—-2=0
b. &2, et &, sont sécants. On vérifie que A est incluse dans les 2 plans, pour e R :
Pour?, :2x0-2+t—t+2=0etpour@ :0—(—2+1)+t-2=0.
Donc A est 'intersection de &2, et &%,.

3. a. SoitteR,ona:
AM; = VO0-12+(=2+t-1)2+(t—-1)2=V1+2-6t+9+2—2t+1=V22—8t+11

b. Le projeté de A sur H réalise la distance minimale entre A et A.
t — 21> —8t+11 est un trinome du second degré avec 2 > 0 donc atteint son minimum en f, =

557 2, or la fonction racine carrée étant strictement croissante sur R;, le minimum de f est
X

aussi atteint en fo =2 et vaut f(2) = vV2x4-8x2+11=V3u.l

4. a. Ladroite 9; est orthogonale a 7 donc un de ses vecteurs directeurs est n; , et passe par A donc

x=1+2t
une représentation paramétriquede P, est{ y=1+¢t outelR
z=1-1t
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b. H; est!’intersection de la droite &, et de &7;.

2
Les coordonnées proposées de H; vérifient les équations de la droite 2, (avec ¢ = —5) etde &7 car

1 1 5 6
—2X—+=-—=+-==0.
3 3 3 3
1 4
| ——
¥ 3
L 1 -
5. Calculons les coordonnéesde AH; et HbH : AH, | = -1 |=AH; -3
8 5
__]_ —
3 3
4 4
0__ —_—
et HbH|0-—-|=HH -3 = AH; donc AH; HH> est un parallélogramme.
2
2__— -
3 3

(AH) est orthogonale au plan 27}, donc est orthogonale a toutes les droites incluses dans £?;, comme
par exemple (H; H)

Le parallélogramme AH; H H, est bien un rectangle.

Exercice 5 Centre-Etrangers mars 2023 J1 W

1. Dansle repere (A; T, 7, _c)), on a les coordonnées suivantes pour les sommets du prisme droit :
A(0;0;0) B4;0;0) C4;4;0 D(0; 4;0)
E(©; 0; 8) F(4;0;4) G4;4;4) H(0; 4; 8)

XgE+ X + ZE+ 2
Iétantlemﬂieude[EF],onaI( E2 F; yEzyF; E2 F),soi'[1(2;0;6).

J étant le milieu de [AE], on ade méme:J(0; 0; 4).

2. a. Sileplan est nommé (IGJ), cela signifie que les trois points I, G et ] définissent le plan, et donc sont
non alignés.

_[*c—x 2 . -2
Ona:IG|yg-y|=]| 4 etdeméme:IJ | O
ZG — 11 -2 -2

Comme le repere est orthonormé, on peut calculer les produits scalaires a I'aide des coordonnées :

—_ —>

IG=-1x2+1x4+1x(-2)=-2+4-2=0:7n estorthogonal 2IG.
ﬁ:—lx(—2)+1x0+1x(—2):2+0—2:0:;estorthogonaléﬁ).

n .
n .
Ainsi, n estorthogonal a deux vecteurs non colinéaires du plan (IGJ]) : c’est donc un vecteur normal
au plan.

b. Une équation cartésienne d'un plan dont n est un vecteur normal est de la forme :
—Ixx+1xy+1xz+d=0,s0it—x+y+2z+d=0,oud estunréel quelconque.

Comme G est un point du plan (IGJ), on en déduit que la constante d dans ce cas doit étre telle
que:
—-Xg+Yg+z26+d=0 < —4+4+4+d=0
— d=-4
Une équation de (IG]) estdonc: —x+y+2z—-4=0.
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3. Sid est perpendiculaire a (IG]J), alors elle est dirigée par n , comme elle passe par H, elle admet comme
X=Xy + X X=—t
représentation paramétrique:{ Yy =ya+ Ly teR,soitici:{ y=4+t¢ teR
z=zu+1z z=8+1

4. SiL est le projeté orthogonal de H sur (IG]), cela veut dire que la droite (HL) est orthogonale au plan (et
passe par H), et donc que la droite (HL) est la droite d. Comme L est un point du plan, c’est donc le seul
point de d sur le plan.

Cherchons le parametre ¢ tel qu'un point M; de parametre ¢ dans la représentation de d soit un point
de (IG]) :

M; e (1G]) < —xMt+yMt+th—4:0
— —(-H)+U@l+)+B8+1)—4=0

<~ 3t+8=0
— = —
3
. . ) —38 —8 -8
L est donc M-s sur la droite d : il a donc comme coordonnées L 3 s 4+ Y ; 8+ ey
3
8 12-8 24-8
CelaconfirmeL[—; ——; ——
3 3 3
. . . . . 8 4 16
Autrement dit, le point L est bien le point de coordonnées 3 ; 3 ; Y

5. Par définition, la distance d'un point a un plan est la distance entre le point et son projeté orthogonal
sur le plan, donc on cherche HL. Comme on travaille dans un repere orthonormé :

8\ (8% (8)> [192 8V3
HL:\/(XL—XH)2+(J’L_J/H)2+(ZL—ZH)Z=\/(g) +(§) +(§) V9 =3

8v3
La distance de H au plan (IG]) est donc de T\/_

6. Calculons:IG -IJ =2x (=2) +4 x 0+ (=2) x (=2) = -4 +0+4 = 0.

Les vecteurs IG et IJ sont donc orthogonaux (et non nuls) donc les droites qu'ils dirigent, (IG) et (IJ)
sont orthogonales (et perpendiculaires, car sécantes en I) : le triangle IGJ est donc rectangle en 1.

7. Pour calculer le volume, on choisira IG] comme base (car le triangle étant rectangle, son aire est simple
a calculer) et donc la hauteur correspondante est la distance du quatrieme sommet (H) au plan (IGJ)
(distance qui a été calculée a la question 5.).

IG=V22+42+(-2)2=v24=2V6
U=V (-22+0+22=v8=2V2

IGxIJ] 2v6x2v2
Laire du triangle IGJ est donc : g = ;I: \/_; \/_:4\/5.
8v3 _ 32
3 3

1
Le volume du tétraedre estdonc: V = 3 x 4v/3 x

32
Le volume du tétraeédre estde V = Y (soit environ 10,7, au dixieme pres).
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Exercice 6 Polynésie mars 2023 ]1 PAG A

1. a. L'équation paramétrique de d, montre qu’elle contient le point de coordonnées (—3; 0; 5) et de
2
vecteur directeur dont les composantes sont les coefficients de k donc v |1 |.
0

—

-
b. Les vecteurs directeurs u et v ne sont manifestement pas colinéaires, donc les droites d; et d, ne
sont pas paralleles.

X =2+t
c. Une représentation paramétrique de la droite d; est{ y = 3—-t ,telR.
z = A

§’il existe un point commun aux deux droites, il doit donc exister des réels k et ¢ tels que :

x = 2+t = 2k-3

Y 3-t = k

z =t = 5
La derniére équation donne ¢ = 5, puis la deuxiéme k = 3—5 = —2 et enremplacant dans la premiere
2+5=-4-3: cette égalité est fausse, donc d; et d, ne sont pas sécantes.

d. Les droites n’étant ni sécantes ni paralléles elles ne sont pas coplanaires.

2. a Onaw -u=-1-2+3=0;
deméme w -v =-2+2+0=0, donc le vecteur w est orthogonal aux vecteurs u et v .

b. Un point commun au plan P et a la droite d; a ses coordonnées qui vérifient le systeme :

X = 2k-3
= k
z _ 5 ,t €R, d'ou en remplacant x, y, z dans la derniere équation :

Sx+4y—-z-22 0
52k—-3)+4(k)—-5-22=0 < 10k—-15+4k—-27=0 < 14k =42 < 7k=21 < k=3.
Le point commun au plan P et a la droite d, a pour coordonnées (6 - 3; 3; 5) soit M(3; 3; 5).

3. a. Aetd, ontleurs vecteurs directeurs w et u orthogonaux donc ces droites sont orthogonales.
Ces deux droites sont sécantes s'il existent des réels ¢ et r tels que

x = 2+t = -r+3
y = 3—-t = 2r+3 6, reR.
zZ =t = 3r+5

La derniere équation ¢ = 3r + 5 donne en remplacant dans la deuxiéme :

3-3r-5=2r+3 < -5=5r < r=-1,dout=5-3 =2 et enremplacant dans la premiere
équation on obtient 2+ 2 =1 + 3, égalité vraie.

A et d; sont sécantes au point L(4; 1; 2)

b. Conclusion : on a trouvé une droite A perpendiculaire commune aux deux droites d; et d».
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