Corrigé des exercices de combinatoire

Pour gagner du temps, corrigé généré avec ChatGPT / qui a commis plusieurs erreurs, que
j’ai corrigées a la relecture. Quelques réponses générées avec ChatGPT o3-mini-high qui est plus
performant en raisonnement.

Exercice 1 : Principe additif

Correction :

1. En utilisant la formule :

card(AU B) = card(A) + card(B) — card(AN B),

on obtient :
card(AUB) =5+11-3=13.

2. Sachant que card(B) = 2 x card(A) et card(A N B) = 3, et que card(A U B) = 9, posons
card(A) = x. Alors card(B) = 2x et :

r+2r—3=9 — 3r—3=9 — 3r=12 — x =4.

Donc card(B) = 2 x 4 = 8.

Exercice 2 : Principe multiplicatif

Correction :
1. Nombre d’aérodromes :
— (a) 26 x 26 x 26 x 26 = 26*.
— (b) En Europe : 1 x 26 x 26 x 26 = 263.
— (c) En France : 1 x 1 x 26 x 26 = 26°.
2. Choix des responsables :
— (a) Aucun cumul : 8 x 7 x 6 = 336.
— (b) Cumul possible : 8 x 8 x 8 = 512.

— (c) Deux fonctions cumulées :

Attribution des fonctions aux amis

Nous devons attribuer trois fonctions (vaisselle, rangement, ménage) aux huit amis,
en respectant la contrainte suivante : un méme membre ne peut cumuler que deux
fonctions (il ne peut pas cumuler les trois).

Nous allons aborder ce probléeme de deux maniéres différentes.
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Méthode 1 : Par cas distincts

Nous distinguons deux cas :

Cas 1 : Trois personnes distinctes

Ici, chaque fonction est confiée a une personne différente.
— Responsable de la vaisselle : 8 choix.

— Responsable du rangement : 7 choix (car différent de celui choisi pour la
vaisselle).

— Responsable du ménage : 6 choix (différent des deux précédents).

Le nombre de fagons dans ce cas est :

8 X 7 x6=2336.

Cas 2 : Une personne cumule deux fonctions et une autre cumule la
troisiéme
Ici, une personne assurera deux fonctions et une autre personne assurera la fonction

restante.
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(a) Choix des deux fonctions a cumuler : Il y a (2) = 3 maniéres de choisir

les deux fonctions que la méme personne effectuera.

(b) Choix de la personne qui cumule ces deux fonctions : 8 possibilités
(n’importe lequel des amis).

(c) Choix de la personne pour la fonction restante : 7 possibilités (car il faut
choisir une personne différente de celle qui cumule déja deux fonctions).

Le nombre de facons dans ce cas est :

3 X 8xT7=168.

Total
En additionnant les deux cas, on obtient :

336 + 168 = 504.

Méthode 2 : Par complément

Sans contrainte, chaque fonction peut étre attribuée a n’importe lequel des 8 amis,
doncil y a :
8 =512 attributions possibles.

Cependant, on doit exclure les cas oll une méme personne cumule les trois fonctions.
Le nombre de cas a exclure est :

— 8 (une pour chaque ami pouvant cumuler les trois fonctions).

Ainsi, le nombre total d’attributions valides est :

512 — 8 = H04.

Conclusion
Le nombre de fagons de choisir les responsables en respectant la contrainte est 504.



3. Anagrammes de CUBES :
— (a) En tout : 5! = 120.
— (b) Commence par voyelle : 2 x 3! = 12.
— (c) Se termine par un U : 4! = 24,
— (d) Alternance voyelle/consonne : 2 x 3! = 12.
4. Codes de cadenas :
— (a) En tout : 10* = 10000.
b) Chiffres différents : Aj, = 5040.
c) Chiffres impairs : 5! = 625.
d) Se termine par 7 : 10° = 1000.
e) Distincts et décroissants : (140) = 210.
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Exercice 3 : Factorielles

Correction :

1. Simplifications :

(@) (1) ne (- 1),

— (b) BEEE = (2n+3) - (2n+2) - 20+ 1).

(n2-1)n! _ (n—1)(n+l)n! _
— ©) Grr = o =n— L

2. Pour tout entier n € N, on définit

n!
Up = —
nn
(a) Simplification de = :
On a (n 1 1)) |
n+ 1) n:
Un+1 (n+ 1)n+l € u nm"
Ainsi,
Uny1  (n+1)! " n"
u,  (nA+1D)nt Tl

Or, (n+ 1)! = (n+1) - n!, donc

U1 (n4+1)n!  n"  n"(n+1)

U, (n+1)t "l (n+ 1)+t

Comme (n+ 1)"*' = (n+1)" - (n + 1), on peut simplifier :

Unpr 0" n \"
u, (n+1Dr \n+1)

(b) Sens de variation de la suite u :

Pour n > 1, on remarque que

Alinsi,




Autrement dit,
Un+1

Up

<1 pour tout n > 1,

ce qui implique que la suite (u,,) est strictement décroissante.

3. Soit n un entier naturel non nul. Exprimer en fonction d’une puissance de 2 et d’une
factorielle, le produit

P=]J2k=2x4x...x(2n—2) x 2n.
k=1

Pour chaque k, on peut écrire 2k = 2 x k. Ainsi,

P:ﬁ(2xk):<n 2> ><<ﬁk>z2”><n!.

La forme recherchée est donc :

[P =2"nl]

Exercice 4 : Coeflicients binomiaux

Correction :
1. Groupes d’éleves :
— (a) (351)'
— (b) (351) N (251)'
— (0 (230) X (121)'
2. Simplifications de binomiaux :

— (a) (g)—i—(”):Qx@:n(n—l).

n—2

— (b) (7:3) + (") = (Zf;) d’apres la régle du triangle de Pascal qui est aussi égal a
("3)-
— (c (”:1) — (nfl) =n+1-n=1
(d) (271;{12> — % — (@nd+2)@ntl) _ dnt2
) Gr) (n+1)(n+1) n+1

Exercice 5 : Poker et combinaisons

Correction :

1. Cinq cartes quelconques : (552).

. Cinq cartes de la méme couleur : 4 x (13).

5
. Exactement un tréfle : (113) X (?:19).

. Au moins un roi : (552) — (458).

2 1 2

. Trois rois et deux as : (3) X (;1)

2

3

4

5. Deux tréfles, un carreau, deux coeurs : (13) X (13) X (13).
6

7. Un full (%) x () x (2) x (9).



